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内 客 提要 


本 书 是 日 本 岩 波 书 让 宙 生 的 现代 应 用 数学 是 书 之 一 的 中 由 . 
水 。 介 起 了 关于 力学 器 的 黄种 迹 搞 的 尝 蛇 ; 共 从 两 章 。 第 工 章 
介 关 典型 挛 摸 , 第 3 塞 括 述 完 生 精 好。 可 供 汕 等 院 校 数 学 、 力 
学. 牺 班 各 专业 学 生 作 去 考 。 
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.出 版 启明 


这 一 套 忆 是 根据 日 本 壮 波 韦 店 绸 版 的 “现代 应 用 数学 讲座 " 郡 
座 而 成 。 日 交 原 书 共 15 管 0 册 , 和 分成 六 .8 两 组 ,各 粮 有 序号 。 现 
在 把 原 玉 同一 题目 分 臧 两 脐 或 三 册 的 加 以 合并 , 整理 成 摧 种 , 不 
另 熏 组 粮 号 , 陆 入 和 前 否 出 版 。 

芝 套 书 涉及 的 图 很 广 ,其 内 容 都 和 现代 科学 技术 密切 有 关 ， 有 
一 定 参 考 价 值 。 每 一 本 书 收 策 的 和 贫 料 都 比 科 丰 寅 , 面 义 刘 扼要 ,篇 
幅 趟 多 ,有 利于 玄 者 以 较 短 时 隔 掌 提 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 虽 然 ， 
这 套 书 的 某 些 观 点 不 尽 适 合 于 我 国 的 情况 ， 但 其 六 法 可 供 秦 考 。 
因 些 , 翻 耕 出 点 这 一 套 韦 ,对 我 国学 米 春 是 有 所 助人 答 的 。 

由 于 日 文 扳 书 是 1957 年 起 以 讲座 形式 陆 入 田 版 的 ,写作 时 障 
和 答 幅 的 限制 不 可 和 避 喝 地 会 影响 原作 者 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 尽 可 


”能 地 三 少 这 种 影响 ,我 们 在 每 一 座 本 中 , 特 靖 家 者 或 校 半 者 所 号 序 


或 后 记 , 以 介 咎 有 关 学 科 的 最 近 爱 展 状 况 , 并 对 至 书 夫 容 作 一 些 话 
价 , 提出 一 些 看 法 , 鱼 合 我 国情 况 杆 充 一 些 赛 料 文献 , 在 广内 过 于 
注 略 或 不 足 的 地 者 滩 加 了 必 取 和 购 注 释 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 钳 
刘 。 和 希望 这 些 工 作 能 对 读者 有 所 帮助 。 

承担 翻 滩 和 校 关 的 同志 ,为 提高 书籍 的 质量 付 由 了 五 大昭 动 ， 
在 此 特 致 以 怜 区 的 谢意 。 
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第 1 章 典型 变换 
§1 Fermat 与 Maupertuis 原理 - 


” 儿 何 光学 是 由 基本 暇 膝 , 郎 Fermat 原理 引导 出 来 的 。 这 个 
原理 是 : 
光 从 4' 向 着 4 行进 时 , 它 是 沿 着 这 样 的 路 六 进行 的 : 对 于 行 
程 中 路 线 的 微小 变化 ,由 4' 到 4 所 需 的 时 间 不 起 变化 。 
蚊 介 质 的 折射 率 是 mn, 在 介质 中 光速 是 %, 凌空 中 光速 是 6, 则 
n 一 e619。 因此 , 如 最 沿 着 光 程 的 线索 是 ds, 那 未 ,从 4 济 4 所 需 
的 时 间 为 


| < ds 
je 


A 出 


上 


如 保 把 中 赣 路 线 的 微小 变化 训 成 8， 蜀 Fermat 原理 可 以 写成 
站 | A gl 一心 


在 电子 光学 里 ,例如 说 ,对 于 在 静电 场 内 送 动 着 的 带电 和 粒子 的 
行程 ，Maupertuis 原理 是 成 去 的 。 这 原理 就 是 , 关于 具有 能 量 甩 
的 粒子 所 走路 线 而 取 的 积分 


| Vip ds (9 为 粒子 的 位 能 )， 
对 干 途中 咯 米 的 任何 微小 变化 是 不 变 的 。 
如 果 考 不 这 样 一 种 介质 ,其 中 的 折射 座 % 葵 定 为 
ES 
那 未 , 光 的 行程 和 竹子 的 行程 完 至 一 至 
不 给 是 位 能 或 折射 率 ,已 们 一 般 都 是 位 置 的 醒 致 。 但 虽 在 网 
一 位 伟 , 由 于 光 阐 的 方向 不 同 而 折射 座 也 可 能 不 同 。 具有 六 各 性 
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质 的 介质 称 为 各 间 异 性 的。 例如 蚁 悼 就 是 这 祥 的 。 不 具有 这 种 性 
奈 的 介质 称 为 各 而 出 狂 的 。  。 

， ” 光 的 行程 与 粒子 行程 的 这 种 相似 性 ， 不 过 是 在 物 班 学 史上 辕 
次 发 乾 的 光 与 糙 子 的 许多 相似 性 由 的 一 种 现象 而 已 。 但 是 , 如 果 
除去 象 各 向 异性 的 晶体 的 那些 介质 不 惰 外， 和 将 光 的 行程 作为 料 
子 的 行程 来 游 虑 的 这 种 情况 相反 ， 闪 场 中 的 带电 粒子 的 行程 却 不 
能 以 光 来 实现 。 因 此 , 粒子 的 运动 路 程 是 比较 具有 一 般 性 的 ,不 能 
完全 以 光 各 的 情况 米 府 明 ， 所 以 下 面 首先 对 粒子 力学 的 基本 事项 
加 以 扔 诈 。 


s2 Hamilton 原理 


力学 系 的 运动 可 从 Hamilton 原理 导出 。 截 为 学 系 之 自由 
度 为 n, 配备 的 个 坐标 海 和 ，9s， "4n， 其 速度 为 ga {as i dh 
(. 表示 关于 时 间 的 微分 ) ,时 间 为 :=qo, 力学 系 的 Lagrange 隙 数 
各 成 也 地 yy 及。 这 时 ,， Hamilton 原理 可 处 述 如 下 : 

力学 系 从 灵 (的 进 到 49 时, 洛 着 进行 路 缆 所 取 的 积分 

|. Lat= | dgo, 2.1 

对 于 途中 路 粮 的 任何 微小 变化 保持 不 变 , 但 两 端 , 4 作为 同 定 不 
动 的 。 

如 果 把 dgs lo 一 0, 1,2; …, nn) 当做 狐 立 变数 着 待 , 那 末 ， 
”了 ee 关于 这 些 变数 是 齐 次 的 二 次 形式 。 这 是 因为 :dr 一 1 ,2,…， 
mn) 是 dg 和 dgo 之 比 , 因而 , Lagrange 画 数 关于 dg- 是 0 座 的 弄 次 
式 , 于 蚌 , 利 用 uler 关于 齐 次 式 的 定理 ,微分 形式 Lat 一 Ldgo 二 oy . 
可 以 写成 


这 里 关于 相同 不 标 之 总 和 按照 张 量 写法 , 把 总 和 符号 六 省 去 , 但 


9 Hamilton 原理 | 


在 引起 混 清 时 , 也 把 了 添上 。 当 我 们 把 gg. 看 成 独立 变数 时 ， 
Bwai2dgqs 是 wz 关于 dd。 的 贪 导数 , 它 关于 dq (a 一 0, 1 …, 0) 
是 0 次 的 齐 问 式 。 把 它 写 艇 pv， 对 坐标 go 而 蜡 , 称 做 共 辊 的 运动 
量 。 幅 工 9 和 表示 刚 有 


Ba 本 
Dr Oddg Bo bb, 了 4 中) ， 


po 一 -3 一 =—T—prQr, ~ .2 
Oa— Yel — Pd grt Podio, 

po 是 对 时 间 qo 成 共 瑟 的 运动 量 , 友 变 分 后 的 量 瑟 = 一 知 秘 为 能 
量 。 这 些 最 2 及 互 和 时 间 因 素 有 特殊 的 关系 ,因而 它们 的 形式 表 
更 得 如 于 进 那 痒 , 供 由 于 它们 关于 dq 是 0 况 的 乔 帝 式 ， 所 以 , 用 
其 他 坐标 代替 时 间 , 世 俩 的 表示 仍 不 变 。 也 就 是 愉 , 玫 全 是 力学 系 
里 竺 有 的 量 。 因此 ，9，…，9o Pa; Pn 《或 者 把 qo,Po 邮包 合 
在 内 ) 被 称 汐 典型 变 状 (camonical variabJey 。 

就 从 Hamilton 原理 引出 力学 系 的 运动 方程 。 惟 套数 为 世 的 
力学 条 路 线 写 成 9 一 go， 微小 变化 记 成 go (0 二 69 0D , 那 末 ， 


得 此 六 起 好 7 
8| Tdgo—8| 06) p09. ~—6| pe hee 
症 
= ge |p go gud 
{ (3p. du | Pr ) 


-区 -入 鸭 -各 要 ja 


-ww 一 0 一) 人. 


Hamilton 原理 指 的 是 , 对 于 半 定 了 两 端 ( 序 wid) 一 atd =0) 
和 ” 假 坪 参数 z 是 这 样 选取 的 ， 其 上 下 限定 变 届 过 鹅 中 保持 不 空 ， 孝 3 av 
一 jiraw. 一 校 才 法 
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的 性 意 缴 小 变化 Ogo 《G 一 心 ， 工 ， "yy my} 3 上 和 式 些 于 0, 时 下 ， 运动 
方程 可 写成 


cap 8 
de Og 0 (o =0, 1, 外 。 2. 


如 以 w 一 纪 喜 得 背 通 所 采取 的 形式 , 郎 所 剖 Teag 的 运动 本 
” 但 这 对 我 从 说 来 并 不 重要 。 重 要 的 是 | ,oa 这 样 -一 个 积分 ,对 于 实 


际 可 能 的 路 线 而 脸 , 尼 是 两 端 4'，4 的 坐标 的 本 数 ,和 途中 的 路 纺 
无 关 。 这 是 由 于 对 满足 运动 方程 的 路 程 来 讲 , 由 (2.8) ,有 


3 — a (4) 一 {4 四 
因此 ,这 个 积分 之 值 作为 两 端 4'，4 的 责 数 可 写成 
SC 4) =| ou (2 .本 


不 用 Lagrange 的 % 个 运动 方程 , 而 只 用 一 个 男 数 有 水 研究 力学 
系 以 及 光学 系 里 的 路 芒 央 题 , 这 正 是 Hamilton 了 原 求 的 动机 。 这 


个 户 就 称 做 Hamilton 的 主机 数 。 
从 (2.8) 振 到 
tt 一 oa (4) — a (4 ) pdg, — Podgo, (2 .68) 
再 由 人 .6) 又 得 出 如 下 的 闫 对 
88 88 呈 
Bo Pri, EF — po (=—0, 1, 2， » 1). {2.7) 


当中 (人 r= 工 3 天 可 用 dr 六 表示 时 , 则 一 和 = 五 (oo 由 得 
用 dry Pr 表示 而 记 屿 Higr, 四 Dr) ,主人 ,六 中 刁 L oo=0, 就 有 


mm ， 
羡 H (gy, t, Dr) ? at =H (gq., t " Pr) (2.8) 
从 这 里 把 p,, pr 消去 ,于 是 得 到 如 5 是 的 方程 
站 P| BS 
+H(g, 1 = 0, Ba 55 —H(g.,t, gr)=0. 


-里 Hamilton 原理 5 
上 和 式 称 为 Hamilton-Jacebi 的 凡 微分 三 程 。 式 中 的 (qr, t, 2.) 
称 为 Hamilton 琐 数 或 Hamiltonian. Hamiiton 研 数 了 (9 页 攻 ) 
一 各 rr — L(y, t, 1) 基于 2 仿 微 分 时 ,有 


6  :; 0g: _ OL Bq, ， 
Bp dr TD Op Ba, 3 ry 
再 由 从 ,和 ,把 1 取 作 独立 变数 ,得 
， " _ar ___ oH 
Pr Oo, Agr 晶 


把 这 两 组 合并 在 一 起 ， 
dgr -一 oF dD a 


dt Bp’ dt Bq 
称 为 Hamiltiorn 榴 典 湾 方 程 (canonical] equations) 。 
如 果 利 用 微 节 形式 wo 一 Prdgr 一 瑟 必 ， 章 运 渤 方程 可 写成 更 对 
称 的 形式 


(r=l1, 2, +, 1 (2.10) 


Sods—0. (2.11) 
这 里 的 是 沿 着 路 业 进 行 的 微 和 ,5 是 和 9 可 柳 的 性 意 普 和 分。 上 
式 之 所 以 能 名 这 样 号 ,实际 进行 计算 就 可 看 出 。 
Bwa— doa ~Spdg, + prddg, — SHAat— Hédt 
poOg— PA HOt Hadt, 
由 于 4 和 8 是 可 模 的 , 5dgq: 一 dgr Sdt 一 26t, 因此 , 等 式 的 右 壹 
pag — dp Og OHat+odot 


— 8g. ( dg — go di ) —68, (ap,+ -oe dt ) 
to {aH — 2 a ). 
前 年 两 全 括 巧 中 的 项 将 着 路 欧 诺 等 于 0， 后 一 括 张 中 的 项 
dH — (0H /et 
就 是 人 避 . 和 的 在 边 以 9 一 0, 因此 , 世 等 于 0， 于 是 ,和 运动 方 稳 可 以 
写成 邮 .11) 。- 一 般 齐 来 ， 从 一 个 德 分 形式 221 二 yaw 所 得 的 S424 


单 


8 第 1 章 扫 济 恋 抬 
一 02; 称 为 3 的 外 微分。 如果 人 旦 全 答 分 ,有 其 旬 微 分 等 于 0, 


$3 典型 变换 ， 


上 节 的 过 ,的 里 ,如 把 时 间 所 上当 作 问 定 的 , 则 育 得 如 下 天 陛 
Prigr — prdg. = dS (9, 9 
qr Pr 是 在 时 到 的 典型 变数 ; gi， pr 是 在 时 肇 Y 的 典型 挛 数 。 对 
这 式 作 宅 的 逢 微分 ,消去 了 六 而 得 到 不 变 的 双 线 性 形式 
dgrdp. — dp gg — dg dp — dp dg. (3.1) 
从 一 租 变 数 (9，…，9r Dn) 变 汉 另 一 组 变数 9， …p， 8 
5 2 的 变换 满足 3,1) 时 ,一 般 地 称 之 为 典型 变换 。 这 种 变 
摘 的 微分 ,就 是 下 烈 形式 的 线性 变换 : 
dg — BE dgt Gdp, = gp 
dp, — ba dg + oP dpp Hp, ~ OE. 5g.+ SP bp,, 
ap, Og Op 
尼 必 须 借 天 名 性 形式 (3.1 不 变 。 
使 得 两 个 闻 量 (Wy Ya 由 rr (Ys Sr ny Yr 
yo 的 皮 称 积 (skew product) 
[Log ] = — Err {3.3) 


“时 


不 变 的 楼 性 变换 
Wo odes Yo Wp toody 
(Cp, oO =1, Bo my 1 
称 为 楼 从 和 丰 变 答 或 省 变换 ‘symplectiec transformation),， 陛 基 和 
直 交 变 狂 同样 重要 的 变换 。 
如 果 把 (gg dpn) ，(69q1，…， 5p,) 酒 成 珊 个 向 量 , 那 末 ， 
典型 安 换 是 使 它们 的 反 称 积 (83. 了) 不 变 的 变换 ,因此 ,也 是 六 变换 。 


各” 德 充 为 Xonoplax 塌 措 贸 从 (linecomplex), 原作 者 酸 解 为 " 复 素 。 
者 福 


s3 典型 变换 .7 
把 ll1， sy i lr rr) 当 作 列 疗 量 z 青 取 2m 阶 引 库 


2 路 
这 里 0, 工分 别 玫 示 呈 阶 的 0 算 障 与 % 阶 的 单位 算 隧 , 那 未 ,有 
[zy l= edo 
符号 * 意味 车 行 与 列 互 换 。 因 此 , '% 一 Ax, yhy 里 的 4= (oo) 
是 辛 变换 就 等 价 于 
ds74=:7. (8.8) 
盱 (83. 起 两 边 作 鞭 行 询 式 , 由 于 .J 一 1l(| j 束 示 行 刻 式 ) ,所 以 
4j2=: 工 . 从 而 14| 等 于 1 或 一 1， 从 以 下 的 说 明 我 们 将 看 出 
[#1=1, 
设 各 2， 为 2n 个 独 间 的 向 量 ， Aer 一 "vr, 各 把 wr 
作为 烈 元 索 的 行列 式 认 成 | | 届 
| 2 ”人 ii | 有 4 | tk, 2*”|. 
男 一 方面 ,关系 
站， qn" | . Ea ve wo | 2 | [wee] | 
是 成 立 的 。 这 里 的 | [wrwr] | 是 以 友 称 积 为 元 素 的 行列 式 。 式 子 的 
左边 由 对 | 了 | = 工 , 所 以 等 于 | … z+*| 的 平方 。 但 由 行列 式 宜 
的 定理 , 惯 数 次 的 及 称 行列 式 等 于 其 元 来 之 多 项 式 的 平方 。 因 而 ， 
从 [wre] 一 一 [27a] 知 Terze] | 等 于 反 称 积 之 多 项 式 的 平方 。 于 
是 | 人 ，…, 2”| 是 皮 称 积 的 多 项 式 , 在 六 变换 下 是 不 变 的 。 这 意味 
着 | 因此， |4| 一 二 更 从 此 推 并 4 
的 特征 值 之 积 等 于 1， 
从 {8.3) 得 
Pe 
了 于是, 4* 因而 4 具有 和 4 相同 的 特征 值 。 从 此 知道 ,如 果 4 的 
一 个 畦 枉 侍 是 2， 划 和 也 是 它 的 特征 值 。 由 于 特征 值 全 部 的 汪 


8 机 1 章 鉴 型 全 换 
而 ;等 于 1， 所 以 4 的 特征 储 林 以 写成 [Ai hay NT %7)， 
这 性 事实 对 于 检查 加 速 半 牌 中 枝子 行程 的 稳定 性 等 是 一 项 重要 的 
性 质 。 

所 请 |4. =1， 指 的 是 由 变数 gr 8. 变 到 9%， 他 的 变换 之 行列 
式 闻 Jacohbian 等 了 于 1， 

当 gm Wr 合 有 两 个 套数 如 ,wv 时 ， 如果 关 于 必 的 变 分 半 作 关 
于 的 变 候 于 底 5 从 旧 , 力 我 们 知道 \ 


: 和 一- oor OD, OP OO 
to 


仍 司 是 一 个 不 变 式 。 称 为 Tagrange 括 弧 ,这 是 两 个 税 量 (69./w 
Dp, 3 {Og :Bw, Bp /Ov) 的 到 称 积 。 0 7 之 他 微分 
dP dg Be dp dq, Be dp (~ pe- 

是 不 变量 。 所 以, 训 招 : 个 癌 星人 dP) 与 【一 人 F Op, 
38789m 的 友 称 积 。 因 此 ,对 辛 变换 而 诊 ， (~—2F /9p， 9 了 /909:) 是 
和 ftde,，dpo 一样 受到 同样 变换 的 向 量 。 更 由 一 个 丽 数 G(e, PP) 作 

名 县 (一 00801009 , 作 两 向 景 之 对 称 积 
Ip, G1< 0 a2G 23F a 


Ogr Bp Bp Agr 
全 也 是 一 个 不 变量 。 称 汶 上 oigson 括 弧 。 对 于 某 一 时 列 的 典型 达 
数 作 Lagrange 括 台 或 Poisson 括 牟 ， 这 些 量 是 和 时 间 荡 关 的 不 
台 蝇 。 


$84 上 典 烈 变换 的 褒 示 法 、… 


在 自由 度 工 的 情况 下 ,变换 9,， 和 >95 P' 加 满足 
dg02 一 009 一 0 0 一 加 39， 
那 未 , 它 是 一 个 典型 变 换 。 很 使 9, p 取 作 直 灾 坐标 时 ， 下 趟 就 台 
味 着 微小 面积 椒 变 。 虽 证 嫁 


和 4 上 收 型 变换 的 表示 法 9 
人 fi = /Dg cog P, P'— ~29 inp 
就 是 上 述 玖 那 种 变换 ,但 对 于 一 般 的 暴 型 变 黎 (9 1) 一 (91 他 ， 
把 4g, 由 作为 4 和 的 而 数 的 一 般 裘 示 法 还 不 知道 。 
适当 地 取 独 立 变 数 ,对 双 线 性 形式 全. 了 进行 积分 起 试看 。 
1) 首 竺 把 9 入 取 作 独 下 变数 ,从 地 .也有 ~- 
dS{padgr) — opeg) = {prdg) — dp), 
于 局 移 得 , 
(p09 —Prdg) = di pdg —prdgr). 
这 意味 着 微分 形式 pie 一 Prdg; 是 全 微分 。 因 此 ,了 芭 
DO0 ,一 和 9 一 人 09， 
这 时 国 g， 人 是 互相 独 关 的 ,所 以 得 测 
Pr= go-” Pr 一 -Sr {六 二 1] 22 >)。 {4.1) 


名 其次 把 gr p+ 取 作 独立 变数 。 这 时 有 
SpAg) —d pg) — dp —H (9rdp)， 
于 是 ,得 


GPA FP) 一 人 二) 

这 议 明 2g3r 十 人 Gor 是 至 微分, 把 宪 宇 咸 dU C9， 2， 就 符 汉 

OU 00 

PT eq? 4 Bp 
为 什 世 琶 这 样 地 把 独立 变数 奏 来 亚 去 来 表示 典型 严复 ? 原因 如 下 : 在 典 
弄 变 换 19 Pp) 一 (9 各) 里 , 攻 正 焉 靶 堵 成 独 赤 变数 的 是 (dr Pr) 或 (097 9) ， - 
捏 用 了 它 全 ,3 部 无 法 进行 简章 的 积分 。 正 由 于 这 个 原因 ,所 以 抬 狼 平 挛 
数 选 定 尖 的 4+ 等 。 虽 惟 是 这 样 , 性 在 一 般 遇 上 旺 型 变换 旦 ,gr 与 的 天 不 一 定 
是 独 本 的 。 囊 实 上 , 存在 症 这 样 的 鼻 型 变 摸 , #97 是 qt do 国际 数 。 二 如 

盐 , 所 性 忆 变 措 的 


(4.2) 


gr — diqry "gn 


E i 


i . A 
Di EA 或 ps=b ag ? 
全 


10 第 1 可 典型 变换 
这 时 各 不 能 罩 成 是 和 9. 独立 的 变数 。 钴 寺 ; 恕 (4. 了 DD 那样 的 才 示 方法 居 不 可 
能 的 。 如 果 使 用 性 .- 急 的 喜 示 方 读 ， 朋 取 上 (44 ) 一 下 各 人 ) 就 行 了 。 是 不 是 
(4.1) 与 (4.2) 两 种 才 未 证 法 就 绚 了 了 呢 ? 那 还 不 能 总 是 足 旬 的。 总 立 ， 如果 
(dr 和) 或 人 PY) 产 挛 数 并 有 痕 羡 数 关 邓 时 ， 那 就 不 能 不 司 用 其 他 的 表示 方 
法 。 

在 侣 .了 中 思 现 了 织 个 变数 。 这 如 个 中 不 县 莱 积 形式 的 加 
个 变数 取 作 独立 变数 时 , 剧 (3,1) 是 可 庚 积 分 的 。Wr, DP; 虽 出 现在 
go:60s 这 样 的 于 积 形式 和 内， 但 对 于 8， gr 或 qr 从- 而 论 , 49,09: 或 
29, Sps 这样 的 项 不 存在 。 这 样 地 权 独 立 变数 的 方式 是 数目 无 介 
的 ,性 由 于 典型 变数 的 变换 行列 式 必 须 等 于 二 所 坊 存 在 着 一 个 眼 
制 。 例 如 瑶 采 取 仁 .了 切 的 表示 方法 时 ,出 必 有 如 下 的 关系 


Dt (gr Pr) _ lg Pr Dr) aa Pr 
Blgr Pp) dlgs 9r)/ OCgr, qr 


— $s /(- 一 开 ) Bh 1. 


EPIC 


这 里 的 写法 8 (0%) py 了 在 (入 (9) Op ~, ony 
at， 4m) 。 要 这 式 具 有 一 定 的 意 疼 ， 天 分 性 与 分 子 不 能 等 于 
0 是 必要 的 。 只 而 就 有 
| 到 dra9， 0. 天 
对 于 民 . 分 的 表 杀 方法 ,同样 的 限制 
DUD 


Boaopt |*" 


是 必要 的 。 
除 上 壕 两 种 霄 示 友 法 外 ,还 有 两 种 表示 磊 语 。 
3) 名 (gr 寺村) 吕 二 Wr， (Pr 十 P27) /2= vr 作为 独立 变数 ,更 这 
gr 4 —2fr; Pe —Pr —29r 
天 恰 , 卫 更 为 
uo — Ho, — de, — dv,. 


$8 运动 丰 程 之 入 允 站 
入 此 有 
0 grt, 一 了 rar) 一 好 {gro —f Dvr) 9 
因而 ,gyQw 一 了 fdv 是 一 个 至 微分 ,二 成 
rd 一 了 by 一 全 本" (ts, 9) 四 


因此 ,可 得 
aF BF 
0 Be fr Bw, 
以 下 
aF 1 2 
dr Wr Bo 二 外 十 Bp 
aF 2 .9 
和 一 人 二 9 一 
这 里 


Dlgry Pr) dur Yr) ED, 
4 要 (9 一色) 一声， (一 知 ) /2 二 ww 作为 独立 变数 ,和 .上 面 
同样 ,利用 如， 2) ， 划 得 


(和 


这 时 和 3) 一 样 具 有 局 樟 的 条 件 。 

(4. 引 的 表示 方法 有 一 个 优点 ,部 就 是 , 当 为 学 系 的 一 条 路 入 
对 于 寻 凤 是 周期 性 的 ,因而 =r, 名 一 加 时 , 在 这 里 具有 极 值 。 
亦 角 ,如 五 为 也 知 , 则 从 条件 98 /Bw 8F /8vi 一 0 可 找 出 周期 解 。 


和 运动 方程 之 积分 


尖 Hamiltonian 很 简单 的 上 时候 ,要 求生 形 方 程 间 .101 的 解 , 照 
通常 方法 和解 出 就 可 以 了 。 至 于 变换 理 萝 ; 卷 是 在 没有 办 法 的 时 恢 
地 使 用 的 。 


19 第 1 这 机 型 变换 
利用 空 独 理 琢 求解 , 可恨 下 述 为 式 进 行 。 首 先 对 Hamilton- 
Jacobi 售 微 分 万 程 地 . 纺 市 之 一 
OW 
a 
求 它 的 人 包 合 2 ee 设 这 解 为 W (g, a 四 


+H(g, -一 - 一， 划一 心 。 《后 . 工 ) 


pidg: 一 ur 一 2 ~ 碟 一 dgr + Br- don, 
把 挛 数 出 ry 前 r 转换 成 ps ee pd 
a om 


， War 一 Er —， 户 ;二 a 
把 gy Pr 用 ou， 表示 出 来 。 这 样 可 用 mw 8 把 运动 方程 写 
出 。 我 何 已 经 知道 运动 谎 径 利用 微分 形式 wo 一 prd9r 一 如 路 可 写 
成 形式 S04 一 dws 一 0, 如 恒 用 上 进 变 换 , 刚 


—p.dg,— Hadt= Bda, +aW — dH 


Ep (H+ -atta 


则 于 及 是 (5. 了) 的 一 个 完全 解 ,所 以 H+ WW 应 蔷 等 于 0， 因 比 ， 


由 十 2 是 对 微分 的 原 训 ， ns i 的 微分 
形式 

wa Brdor, 
从 此 ,利用 Som 一 dw 一 0, 于 是 有 

=0. 6,=0. 
这 部 明 aj，B; 是 常数 。 因此, 由于 p=2W /69 B= 一 8W /60， 
把 由, ?和 表示 成 or，B1, t+ 的 而 数 , 就 得 到 运动 方程 久 . 划 ) 的 一 般 
解 。 er 与 B; 可 忠 万 始 条 件 雇 定 。 这 种 方法 是 Jacebi 的 五 法 。 

利用 上 村 无法 得 出 的 解 9 =- 209 和， 六 如 党 计 算 


| [dt SA, AN, 


$6 等 公有 基 染 18 


就 得 润 Hamilton 的 主 图 数 。 当然 , Pp 岂非 用 9 ，9 和 之 表示 出 
不 可 。 ,VD' 是 关于 时 肇 的 变数 之 值 。 

利用 Jacohi 方 法 解决 普通 的 问题 , 虽 鹃 站 些 周折 ,但 以 后 我 们 
还 非 用 它 不 可 。 


$6 沦 能 量 季 


当 Lagrange 责 数 中 不 含有 时 间 因 素 时 ,能 量 一 定 的 积分 是 存 
在 的 。 在 Lagrange 谢 数 工 是 和 的 2 次 式 的 情况 下 , 把 2 次 ,1 
次 , 0 次 的 项 分开 写 成 

L=Ls+Lt+.h,, 
因此 ,能 量 五 可 写成 
。 大半 
H=4 Er 
当 它 缮 于 常数 时 ,可 写成 
La n=h, 

这 就 是 能 量 积分 。 现 在 斌 对 积分 

7 一 人 7 一 (VE VT 


进行 考查 。 当 粒子 的 能 基 为 严 时 ,也 只 有 这 时 ,调动 第 世 项 等 于 0， 
积 牙 和 第 一 项 是 一 致 的 。 因 些 , 就 能 量 恒 为 天 的 粒子 而 论 , 对 于 途 
中 路 艇 的 任意 变 和 分 ,有 


~—L= Ls— Lo, 


F 


| 
57 =5| 了 时 一 0 
由 于 ”可 二 想 
一 | ,VITAVE+ 了 二 一 和 人 一 区 
了 芍 蛛 研 ， 对 于 能 量 部 的 粒 村 有 
| ， {viv D0. (8.1) 


了 4 第 1i 章 曙 漠 挛 撞 
这 是 Birkhof 对 于 Maupertuis 的 最 小 作用 原理 所 答 与 的 形式 。 
加 果 使 用 运动 黄玉 Ldat — prtdr 一 瑟 喇 — Pdr 一 at， 肌 蚁 
讨 \ 作 用 原理 可 以 写 底 
4 | . 
J pdg,—0, z (8.2) 
刘 果 
二 rr 十 B, (9) dr 一 疗 (oy 9 
有 运动 县 是 Br 一 dr 十 吾 ， (oq) 3 能 起 是 
六 rd Ff (oy) 二 h., 
了 是， 
Dragr = drdgr + B, (gq) dg. 
= VER BV dgAdgi Bg dg=0s, (6. 
把 这 个 基于 dgq; 是 一 次 齐 驻 式 的 微分 形式 记 成 @， 姑 最 小 作用 原 
理 可 写成 
4 
| 0 (6 .4) 
在 Birkho 任 欠 出 的 形式 (8. 时 以 9adtdgi, 则 直到 可 得 到 上 式 。 
位 各 是 只 与 两 端 如 4 有 关 的 而 数 , 记 成 (4，4) ， 那 未 


dV =wald) 一 out 一 029， 一 DrC91。 (6 .只 
因 上 下 ,FF 类 出 了 如 下 的 关系 
a 线 _- 
2 eo® 
六 本 壬 祷 足 慢 微 分 方程 
ay FN . 
再 (gr go-) =—h, H(¢, -Gr ) ~h. (6.7) 


这 个 了 了 (4 4) 称 为 amjlton 的 特性 尔 数 ， 
除 VF 秆 ;定义 这 畔 一 个 图 数 


7 代数 的 分 高 15 
U- po —V, 
由 于 
dU =padg9r TF gd pr Pragr TPrdgr — gp Td (6.8) 
所 以 品 是 Pr， 4 的 两 数 。 更 定 尺 一 个 加 数 工 : 
T=—pgrtU -prgr— Por —V. 
了 出 于 
dT = gdp — dnp, (6.9) 
所 以 可 拒 卫 看 成 pr pt 的 图 数 。 

对 于 光学 采 而 音 , 在 (6.3) 内 把 V2 信 一 B() 一 n 考虑 成 折 
射 率 ,由 了 时 一 0, 所 以 p, -ndg,ds,， ds 一 G9rdg:。 这 就 是 说 , 当 
拒 91，da， 内 考虑 成 直 充 坐标 上 时， 运动 量 p11, Ps ps 就 是 光线 的 方 
向 余 走 与 折射 玫 的 乘积 。 

在 介质 她 闵 莽 一 样 的 情况 下 ,Fy 也 ,至 的 意 交 如下 。 由 坐标 
原点 31 慎 艇 到 从 4 出 发 通过 沾 
学 法 督 到 达 上 和 4 的 兴 研 ， 生 有 正 吉 成 
点 ， 这 时， 

:A 的 光学 距 而 ， Aa 

一 : AINAN 的 光 党 距离 ， 


一 于 ;Nm 入 的 光学 踊 交 ， 0 
于 是 区 应 满足 的 证 程 是 疼 5.1 
有 7 2 六 As BF 
有 (Bo) + ) "(qi1, 92, qs)， 


Ba /OV /OF 2 .10) 
gy ) +( 3 ) (Br) 一 入 《01 qz, qa) 。 
$7 变数 的 分 离 


当 Harmilton-jyacopbi 个 微分 二 程 能 实行 变数 分 再 时 ， 出 运动 
方程 可 点 积分 。 


了 全 还 1 章 则 型 雍 换 
当 Lagrange 画 数 不 含 时 间 办 煌 不 含有 五 的 项 时 ， Hamil- 


tonian 也 不 舍 时 间 ,不 含有 关于 运动 量 的 1 葡 项 。 今 起 Lagrange 
画 数 了 与 至 atmiltonian 五 为 


L=# 5 hi-B(q), 
7.1 
1 (7.1) 


试 求 Hamilton-Jacobhi 偶 微 分 太 程 能 用 变数 分 离 法 求解 的 条 件 。 
也 就 是 襄 ; 求 具有 形式 

y= 一 筑 十 之 Vo, Cay GT 下) (7 .2) 
之 解 的 条 件 。 这 里 的 请 是 只 关于 % 的 画 数 , 包含 % 个 任意 常数 
Gry Cn 


如 果 人 . 盆 是 解 , 旭 有 恒等式 


1 1 17 可 
可 和 > (7.3) 
利用 迄 写 
Go”) vlg), 
] i 二 "er 一 好 一 全 En 
1 . 
员 i07 70 vr (0) + BO) = 而 C7,4) 


由 于 w(0) 中 含有 任意 常数 ,所 以 这 些 w(0) 也 取 任 音 数 值 。 因 此 ， 
重新 写 做 有 =a 2200) 一 om … v4(0) :ay 它们 是 任意 常数 ， 
(0) 由 (7. 和 可 用 …, 0 表示 出 来 。 于 是 他 .3 内 只 有 一 个 
变数 轴 , 其 余 的 全 是 0， 可 写成 

1 1 
2 lg 0) 


Wai 十 - va(0) 十 


9h (go 0) 


1 、 . 
-一 一 一 Bio, 0) 一 天。 
十 on, 《ga 门 0 有 十 {1 ) 


$7 变数 的 芬 离 1 
利用 常数 oa， ow 把 上 上 式 重新 写成 
训 v1 (9 一 全 pr (qi) — Wh (g), 
同样 地 ,可 得 到 
村 ug) = Perle) or 一 由 cfge) (=2, 8, ,1). 


Vsrtgs 以 及 ta 只 是 人 的 本 数 。 把 宅 个 代 人 (4 人 .3 , 那 末 , 对 于 
任意 常 狼 全 es be 非 己 等 地 忠 立 不 可 。 也 或 是 说 ， 


之 二 ar (gs — Us 《Ce 上 十 号 ( 一 下 = “le 
比较 两 边 的 or 之 系数 ,就 得 到 关于 4 了 ih 的 1 奖 沁 程 


> ps。 -二 -< 


1 
之 Er (9 = 0 (? 一 2, 号， “ 多 ) 
以 及 


B(9) =5 3 bg). 


假 训 以 2 个 图 数 ga(g1) 作为 元 素 的 % 阶 短 阵 (pw) 的 逆 短 
阵 记 ] 志 ip" ,出 | 


1 


9 (8—1»2, *-…, %),， 
: (7 51 


如 (g) 一 之 ps. 
oa 是 能 量 稍 数 ,其 他 的 a 部 是 积分 常数 , 满 是 
5 9") +2 wkg)} 2 Ce=%, 3, es) 
的 积分 是 天 在 的 。 因 此 , 尘 到 和解 序 可 号 成 
Wat+ | ~ 2 {pritgr} ot + Pra (ge) en 一 由 fr) dg-， 
邵 困 使 用 运动 量 Pr 一 6W Bg 素 写 , 岂 
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HH = —at+ S| pdm, | 四 
Pr 人 2 {pr ot Prn Gr) sO— Pr gr) 7. 
如 果 粒 于 是 在 3 杂 Euclid 宏 间 内 运动 ,空间 的 钱 素 平方 
ds — 2 hlq) dg:, 
利用 变数 分 将 之 笨 件 他 .全 可 划分 为 11 种 再 式 。 
如 果 Lagrange 画 数 含有 4 的 一 突 项 ; 旭 恋 数 分 离 的 则 题 要 
复 汶 一 些 , 作 -有 (9) 还 是 相隔 的 。 


33 周期 路 欧 


当 变 数 可 中 高 有 时 ,完全 解 由 好. 的 其 田 ,根据 Jacopi 的 积分 法 ， 
足 线 由 
omW 


Sb (7 = 2 3, “9 多) (8.1) 
决定 ,和 和 时间 的 淆 和 是 
Be 一 —B1. (8.2) 


理 郑 虑 各 变数 9: 一 1 3 科 分 晶 限 制 在 荣 一 -区间 内 往复 
变动 的 情况 。 如 果 各 变数 分 别 在 放眼 定 的 区 关内 往复 变动 , 粒子 
的 运动 回复 原 态 构成 周期 运动 行 一 全 来回 的 积分 妃 成 小 那 末 ， 
利用 作用 量 

T= Pplg, (8.3) 

有 
-=0 (r=2, 8, , 1%), (8.4) 
反之 ;如 这 式 成 立 , 则 粒子 的 运动 是 周期 的 。 原因 是 , 经 过 一 周期 


后 , B.Cr 一 2, 3, …， 由 不 能 不 回 到 原来 的 值 。 因 此 , 从 (8.2) 看 
出 ,周期 多 为 


8# 周期 路 持 19 


BJ] _ Bf nm 
5 人 


如 华 华 称 gp， x 在 Hamiltonian 中 在 出 现时 ,和 这 蔚 华 
标 成 夫 理 的 运动 量 2， …… px 对 于 有 时 加 的 就 化 是 不 变 的 ,由 
Pr irri 人 一 工 人 
蓉 出 大 个 积分 。 这 时 ,到 可 号 为 
一 — t+ Cad +"" i 2 eax [各 ， BN 
这 里 的 之 是 关于 歼 留 下 玉 的 坐标 的 总 和 。 加 对 于 右 留 下 兴 的 举 
标 ily ss Oi 运动 是 周期 的 ;和 和 前 轿 一 样 , 利 用 l 


T= hpdg, 
得 出 如 
of dd 
Ba = 地， Boar —Q (r=1, 2,.…, »),， 
1 (8.7) 
Ey 一 心地 一 着 十 了 于， 名 一 1) 


这 样 的 关 和 对 式 。Q@, 是 华 标 % 在 一 个 周期 内 的 增 量 。 
如 果 用 万 代替 ai, 以 pr 代 赫 ani(r 一 J，2,…, 间 .上述 美和 肥 
式 如 用 微分 形式 写 出 来 , 基 为 
7 =Tah— Qidp; —*… ~— Qedpr, (8.8) 
对 于 周期 运动 讲 来 , .7 这 个 作用 量 是 基本 的 。 因为 有 了 和 窟 就 可 以 
进行 笃 部 的 计算 。 
如 果 一 个 周期 内 W 之 境 辑 量 刀 成 [ 友 1， 区 由 18. 的 可 得 


EW] 一 T+ (8.9) 
如 用 御 分 形式 表示 ,于 就 是 
tH :=pd dQ haT, i8.10) 


辽 和 i! 入 分 形式 人 0 很 相 索 ， 柏 有 目 由 度 谎 少 了 ， Wr, 2 肉 洲 多 人 忆 变 本。 
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有 :能 使 用 变数 分 篱 的 力学 系 时 ,固然 可 象 (3.3) 那样 地 把 作用 
量 立 复生 由 素 , 但 即使 当 Hamiltonian 里 不 山 现 举 标 人 …， 路 ， 
而 对 其 他 坐标 又 不 能 分 离 变 数 的 情况 下 , MW 还 是 可 以 写成 

HF= t+tegnt or 

7 包 合 任意 常数 1，…; oo 是 gr 9: 的 图 数 , 叮 从 敏和 芬 方程 
来 确定 。 对 gt pp， 0 讲 来 ,加 运动 是 周期 的 ,级 过 一 -个 周期 人 V， 
广 之 增加 量 为 [7]， 了, gq 的 进展 为 @ 时 , 仍然 一 样 , 同样 的 关系 
(8.8)，(8.9) ，(8.10) 还 是 成 并 的 。 

如 果 变 数 一 十 1，… ,mm) 在 其 区 间 内 婚 过 vv 次 的 来 回 阔 
局 得 粒子 运动 关于 这 由 坐标 gen，…， qr 之 全 体形 成 周期 的 运动 ， 
那 末 J 就 不 能 不 采取 各 下 形式 


T= Sodg. 


$9 自由 度 为 1 的 力学 系 


男 下 对 于 自 自 度 为 工 的 力学 系 填 算 7。 裔 力学 系 的 Hamil- 
tonian 镶 定 为 


H=3 tf (), 
这 力学 系 具 有 能 量 积分 
王 呈 -7 (2) 一 下。 . 
妆 儿 限制 在 某 一 区 更 内 ,运动 是 周期 多 情况 下 ,作用 晤 为 
/= 路/ 现 - 27(oiae (9.1) 


2 实 北 的 区 奖 是 满足 有 一 了 (2 关 0 的 区 前 。 玉 Fo 有 一 个 极 少 值 ， 
措 这 个 地 方 作为 坐标 原点 。 于 是 ,上 to5) 的 展开 是 从 4 时 开始 的 。 
根据 


8 9 身 由 六 为 的 为 党 科 21 
2f (8) = oat + tat + 天 
把 变数 ww 变 海 Tr。 但 规定 5 比 w 小 时 , 取 和 73 同 号 的 分 支 。 拖 未 ， 
用 7 表示 2 则 得 


L _C3 3 1 5 oa C3 .3 
A 
(Be 9 2 
(所 ~ 本 十- TT (9.2) 


t 的 变化 区 加 是 (一 ~v 强 ，~v2R)， 这 时 ,对 
了 = 由 /统一 Tp' (vd 


进行 一 次 分 训 积 分 ;利用 ~ 8 一 在 两 端 是 0 的 这 一 事实 ,就 有 


TAT) 
”一 和 /Dh Ti 
如 惫 g {7) 号 成 、 
p= Br+Br+ pyr + part+:, (9.3) 
由 | | 


7 一 2r | Boh+ ls Bs (00+ Ba (QR)?+ 十 [9 .3 
因此 ,从 局 .8 得 出 的 周期 了 -= 7 6 现在 诬 是 
和 =2x1 二- Bh Ba 十 | (9 .0 


于 能量 的 关系 ，-- 规 雪 , 届 拓 要 下 让 加 果 玫 和 三 式 地 定 . 
和 和 心 适 应 的 势 (potential) 了 (m) 就 能 够 确定 出 来 。 

例如 说 ,由 于 能 景 的 关系 , 对 于 周期 不 改变 的 力学 乘 , 要 把 它 
解 出 , 划 命 


Bs— 6 一 …=0 
就 可 以 了 。 这 时 
zs—p(r) "BT+ B+ Bear’.., 
把 好 人 o) 一 用 2 起 东 出 来 ,就 可 得 出 势 。8(>0), B81, Bs,… 可 


22 菠 I 章 申 漠 蛮 术 
岂 是 性 意 的 数 , 但 作为 反 两 数 的 7 必 天 是 ww 崔 一 确定 的 融 数 。 
例如 诉 ,就 


w=-- Br 二 + BT 
而 访 , 接 由 


一 267 -人 2 一 
而 准 得 。 人 得 这 时 条 件 |48.218”, < 是 必要 的 ,， 因此;, 振 辐 有 一 定 
的 衣 度 。 

如 果 假 定 的 条 件 是 了 屏 ) 鸭 偶 副 数 , 则 峭 gt 一 十 是 7 的 奇 
请 数 的 原 放 ,Ba =- Ba 一 … 一 0， 这 时 除了 谐 枯 子 《harmonic oscil- 
lator) 之 血 就 没有 别 的 了 。 

在 早期 的 量子 诠 里 ,假定 作用 量 了 是 某 一 单位 的 整数 悟 ,从 J 了 
和 能 量 的 关系 确定 了 能 般 (energy level) 。 如 使 用 上 述 的 计算 , 烙 
册子 能 航 ， 世 或 是 说 葵 出 了 天 和 v 的 关 梁 ， 反 过 来 可 以 确定 力学 
邓 。 例 如 , 税 定 了 粤 原 子 的 能 航 的 力学 系 , 存 在 著 无 数 多 种 。 


ba 


第 2 痊 有 关 力 学 系 的 映 莫 


& 10 Maxwell 的 负 眼 现象 


从 畅 空 站 任意 一 生出 监 的 光 牧 ， 只 要 有 一 些 光 线 通 过 光学 装 
首 , 至 痢 和 集聚 在 乏 空 半 闪 一 点 , 畅 与 象 或 为 一 对 一 的 对 应 时 ,我们 
称 之 为 辕 象 完全 。 和 平面 例 的 反射 ， 虽 珊 象 是 碟 委 ， 但 粘 锭 是 完全 
的 。 完全 车 得 系 的 古典 例子 是 斯 谓 Maxwell 的 银根 现象 。 这 是 
介质 的 折射 于 人 色 只 与 到 中 心 之 距 痪 有关, 且 按 照 式 子 


而 变 攻 的 光学 系 。 

这 时 的 精 集 可 由 光 秋 的 方程 确定 出 来 。Maxwell 所 用 的 是 凡 
何 学 的 方法 。 担 更 易于 了 解 的 是 利用 球 极 平 面 射影 (stereographie 
proiection) 的 Uaratheodory 
的 方法 。 

为 了 作 图 的 大 恒 ， 我 全 
讨论 2 继 的 情形 。 以 3 厅 的 
直 交 坐标 系 石 ， za ta 的 原 
屿 作为 中 必 ， 画 半径 为 二 的 
球面 ， 愉 (0, 0 1 作为 六 ， 
(0, 0， 一 了 ) 作为 8. 平面 上 a 
的 点 了 人 t2， zs 和 活用 直 业 速 接 起 米 , 球 面 和 这 条 速 复 之 变 后 他 的 
坐标 衣 为 (£1,， Ea, 5&9) ， 囊 

上 ,一 rs 


3 Es 2 一 小 一 的 一 地 
十 级 十 ，“ ”好 十 噶 十 3” 业 十 赔 十 4” 


下 而 上 约 点 和 球面 上 的 点 就 这 样 地 构成 一 对 一 的 对 应 。 球 右上 的 
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米 迷 由 


2 s_ He 
dT doa de (十 位- 二 于 


所 着 定 。 折射 认为 一世 (二 在 寺 4 和 的 介质 中 的 光 简 方程 利用 
Fermat 原理 可 从 8 |nw/a8T5 开 一 0 得 出， 但 这 式 和 球面 上 的 
| ~aEfFa 可 二 dR 一 0 是 相当 的 。 因此 ， 玫 而 上 的 光线 对 了 于 球 
面 上 的 测 地 栈 , 序 大 图 。 

过 卫 的 对 应 点 外 的 球面 上 大 加 ,都 交 在 @ 关于 原点 的 对 称 点 
4 处 。 而 球面 上 的 天 贺 对 应 千 平 面 上 的 图 。 由 于 这 个 原因 , 在 下 


友 上 有 有 过 了 了 的 光 恋 都 与 图 周 介 相交, 再 汇集 于 和 人 成 对 及 的 点 . 
六 、 设 了 的 坐标 是 加， 各， 有 


| 一 1 t 一 出 3 
TI a To 


2 十 0 Te 
这 种 南 wi wa 到 29) 的 对 诺 称 为 反 坊 。 

县 有 这 样 体 得 注意 的 性 质 的 介质 ,其 存在 的 可 能 性 据 茧 是 23 
办 的 Maxwall 观察 第 眼 的 水 晶体 面 想到 的 。fTaratheodory 全 提 
到 , 前 世 思 之 末 有 省 喔 Mathiessen 其 人 的 ,经 过 调查 他 种 旬 的 眼 
睛 证 实 了 Maxwall 的 下 式 是 对 的 。 

在 3 条 情况 下 ， 物语 (Ww Ya， oa) 和 象 点 (1, das ws) 此 对 天 
深 是 

i 十 下 给 请 ， 鸣 = 调和 外 一 再 下 和 (10. 
从 此 反 过 来 解 出 i，wa，%;， 得 到 同和 桩 形式 的 关系 。 因 此 ;就 知道 
ao1 十 Q 十 0 一 Go 十 ge 十 cas (10.2) 
(wi 二 2 3) (mm m1) 
这 样 的 不 变 式 。 诊 物 与 象 空 则 的 钱 素 分 别 汶 中 与 ds'， 利用 折 荐 
条 = 了 (十 呈 十 v2 上 wv， 期 上 式 可 写 克 
昌 ” 印 球面 与 下 窗 辑 灾 的 单 入 加。 一 一 楼 者 往 


$11 基本 法 则 外 

RE) sO— nw ) a", (19 .8) 

尔 即 , 物 与 每 具有 同样 的 光学 大 小 。 因 此 , 在 完全 灶 象 的 情况 下 ， 
乏 的 大 小 随 折射 府 的 反比 而 扩大。 这 意味 次 象 与 几 是 相似 的 。 


§11 基本 法 则 


当 牺 点 (814，23，2) 与 过 点 (0 09 成- 一 对 一 的 对 应 ， 粘 肾 

是 完全 上 时， 世 前 节 卫 后 提 到 的 ,一 般 他 在 得 
HT) 0 一 下 人 0 (11.1) 
这 样 的 关系 。 这 是 几何 光学 的 基本 法 如。 

最 初 注意 和 这 项 法 旭 ， 上 就 各 向 辐 性 的 均匀 介质 来 栓 证 的 是 . 
Maxwell。 对 于 小 畅 性 ， 妇 在 一 附近 个 情况 下 和 电 臣 站 这 是 Brans 
注意 到 的 ; 得 为 『. Klein 所 首先 请 特地 关 述 出 来 而 子 忆 证明。 
Klein 的 证 了 明 是 利用 打球 面 的 。 其 后 Liebmann 利用 圆 的 外 切 四 
边 形 之 性 质 素 子 以 证 明 , 但 就 一 般 询 介质 进行 证 明 网 是 Uara- 
theodory。 他 和 葵 由 了 三 登 证 明 广 法， 其 一 载 于 Herzberger 的 
Strahlenoptik 一 书 里 ， 另 一 载 于 Born 的 Optik 一 书 ， 还 有 一 
. 诗 载 了 于 Qaratheodory 本 人 所 美的 Qeometrische Optik 一 - 书 里 、 

载 于 Uaratheodory 书 级 的 方法 是 最 简明 的 。 就 各 癌 同性 的 
介质 而 座 ， 其 证明 万 法 如 下 记 还 。 从 有 关 等 能 量 系 的 式 子 由 .有 ， 
我 们 知道 ,加 利用 了 armilton 特性 夯 数 六 ， 则 有 

dF = ~ Yada = 0a ~ eh 

—n(w) Vdn ta td — nw) do + do + dv, C1.2) 

这 样 的 英 系 存在 干 物 与 繁 之 阳 。 QF 是 全 微分 。 由 于 {wa 8) 
和 (Ti V2y 约 ) 的 对 应 是 一 对 一 的 ,所 及 可 号 成 4 

了 = Ly Ta Ca), (11.8) 

部 以 zf 为 独 站 变数， 其 dot 关于 rwy，dway us 是 工效 

式 ; 中 也 是 一 样 的 , 所 以 Il .她 是 9w 的 1 次 齐 次 式 。 现 固定 壤 
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而 把 go, 看 成 变数 ,以 上 来 表示 , 刚 (. 轨 两 边 用 呈 除 了 以 后 就 可 
各 成 
~ B+O, 


4 ) an) tt 


11.4 
了 人 
1 a 
加 mr ， Bo Bo dt, 
鸯 下 取 平方 ， 
A=B+0O+20vB, 
四 取 平 方 


(A—B—0) .405., 
这 个 式 隆 对 5 来 讲 , 是 4 次 式 。6 所 受 的 限制 只 要 规定 它 使 
得 光线 通过 粘 朝 承 就 行 了 。 还 要 规定 上 式 在 小 的 有 限 区 域内 必须 
万 让 。 由 于 式 子 的 两 边 同 是 志 的 多 看 式 , 因 此 ,了 吏 坟 而 言 非 是 桓 等 
式 不 可 。 如 时 不 恒 等 于 0 着 4 一 B 一 0? 必 能 被 0 整除 , 其 商 
的 下 左 度 当 是 4B。 由 于 吾 不 可 能 是 有 理 式 的 平方 ,所 以 上 涝 计件 
是 不 可 能 爱 生 的 。 因此 ，C 不 能 不 恒 等 于 0。 从 此 就 导 岂 基本 法 
斯 。 如 蛙 利 用 4 与 8 蚊 的 偶 图 数 这 一 事实 ， 固然 可 立刻 导 出 
O00, 但 这 样 就 又 求 ， 从 任意 的 物 点 击发 必 有 一 条 光线 及 其 皮 对 
方向 的 光线 发 射 由 去 , 在 它 全 的 反对 方向 第 不 成 象 。 为 了 各 部 这 
个 条 件 , 所 以 Daratheodory 村 乐 用 了 上 述 的 芷 名 太 涉 。 
其 诡 , 就 利用 也 amilton 的 特性 画 数 Feio) 来 证 明 。 从 86 
68.3) 有 
80 ' 6U 
Ht Br | 辣 1 一 Bui 
胆 只 是 Ys， wr 的 汶 数 ， 因此 叮 把 曲 对 成 
U = i (yw) Tym) rt) 二 Wm) 。 


$1 基本 涛 有 遇 37 


从 前， 
,il Da. Pe 本 
Yi Yr dm. 1 dr 11 .5) 
但 从 $6 的 (6.7) 或 (6.8) 看 里 zz %; 04， 久 不 能 不 分 别 诺 足 
二 人 十 入 一 (ww)， [11.,8) 
2 十 0?- nw) ， (11.7) 


把 (11. 辐 代入 (11. 人 内 ,有 
Ft = 加， (11.8) 


这 式 和 (11.7) 式 芝 少 在 wm 钛 的 革 一 范围 内 非 同时 成 立 不 可 。 两 
者 中 无 答 那 一 个 关于 从 都 是 2 交 式 ,由 于 ( 寻 .7) 在 容 关 表示 一 
个 球面 ， 所 以 (1.8 出 不 能 不 者 示 球面 。 因此 , 久 的 各 项 应 分 别 
具有 辐 一 的 比值 。 

首先 从 久 的 一 次 侦 得 出 


Ore Bt | bo dw bm dw -0 (k=1, 2, 8 
Om] Om1 tT. Oy Ore T- Bre Dts ( 1, 和 J 


由 于 他 人 -2 的 对 陈 是 一 车 一 的 ,所 以 (wm ,ee) /ar 1 gs 太 0， 
于 是 


其 次 比较 gy 的 系数 
Br at _ me 有 26 Om 让 (2 


— 一 一 一 一 一 re 一 


Or Om Ore Bs l Boxa za 人 ke ) 


Oa Pry 
Ex: Bai 0 Wz), 


从 此 就 导出 了 基本 法 蜗 。 这 个 证 明 考 法 ,可 能 在 Caratheodory 之 
前 了 Hamilton 就 有 这 样 和 的 动机 ;也 未 可 知 。 
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到 完全 车 条 奚 


儿 全 光学 的 主要 日 的 基 要 蓝 出 没有 象 差 的 精 架 系 。 当然 ， 这 
时 的 对 应 当 作 面 与 面 的 对 应 也 许 是 适当 的 ， 亿 我 个 为 了 更 好 地 体 
会 条 件 , 首先 利用 从 空 闻 治 空 调 的 对 庶 素 研究 元 至 车 荣 采 。 

在 吉 典 六 学 里 ， 对 于 已 粹 定 的 力学 柔 研 弦 运 动 性 质 是 重 碟 的 
疾 题 。 秽 如 天 体力 学 中 的 二 体 冉 题 , 三 体 癌 题 才 这 类 则 陀螺 一 储 
的 辣 题 (旋转 体 固 题 ) 。 Poincaré 研究 了 过 种 力学 系 的 运动 性 质 ， 
发 现 了 周期 运 动 是 极其 重要 的 性 质 , 他 著 的 Mécanique Céleste 三 
知 中 对 冰期 般 有 疼 条 的 讨论 。 在 这 里 面 , 他 人 这 笠 说 过 :我们 之 
所 以 重 闹 局 期 解 , 可 以 这 样 论 ， 郑 是 因为 它 是 唯一 的 突破 记 , 使 我 
们 攻 进 旺 到 目前 认为 不 可 接近 的 区 城 ”(D’ailleurs, ce qui nous 
rend cas solutions périodigques si précieuses, © est qu’illes sont, 
pour ainsi dire, 1a soule breche Par on nous puissions essayer de 
penétyer dans une place jusqu’ ici réputée inabordable) 。 

Birkhotf 深 少 对 于 自由 度 2 的 为 学 系 ， 世 成 荔 地 把 周期 解 作 “ 
为 主要 工具 ,在 其 研究 中 ,考虑 到 好 几 种 帮 社 。 

局 期 解 就 加 上 述 堪 样 被 斌 为 其 有 重要 性 。 

如 果 从 游 星 那 样 的 宏 天 宇宙 进 到 电子 起 鹿 子 邯 样 约 微 小 世 
界 ,我们 可 以 这 样 讲 , 力学 系 并 不 是 预先 草 定 的 , 而 是 为 了 适合 我 
个 的 目的 而 选择 出 来 的 东西 。 

因此 ,在 这 里 我 们 把 问题 引 回来 。 那 就 是 说 ,只 确定 那 种 具有 
周期 解 的 力学 系 。 但 是 这 样 一 来 , 应 用 范 转 未免 太 狭小 一 点 。 因 
为 这 种 力学 茶 固 然 是 完全 辕 象 系 ， 但 完全 糙 象 对 里 的 粒 予 运动 路 
线 却 不 一 定 是 周 斯 性 的 ， 

为 此 ， 就 有 比 确 定 完全 硝 象 系 这 个 关 题 更 一 般 的 问题 提 在 我 
个 面前 。 如 条 用 更 一 般 的 般 于 ,我们 大竹 可 必 这 样 地 提出 : 


$13 完全 精 象 对 的 种 类 29 
对 于 某 一 舱 定 了 的 典型 变换 ,要 确定 能 实现 巧 的 力学 系 。 


$13 完全 炉 象 系 的 种 类 


和 光学 系 不 辐 , 力学 系 里 讨论 的 是 与 时 尚 , 能 量 有 尖 了 对 的 , 完 
全 糙 象 系 可 他 成 兰 干 类 型 。 

4) 在 时 误 六 自 点 加 ly 各 蚂 ) 改 出 网 粒子 ,在 另 一 时 测 t 全 
部 集聚 在 点 二 (ei Xai 3)， 对 诺 (， 由 的 一 (0 1， 站 是 
一 对 一 和 的。 这 时 没有 人 钢 子 说 明 可 以 再 行当 类 ， 

2) Hamiltonian 里 不 会 时 间 因 素 的 情况 : 

a) 只 有 某 一 能 量 的 粒子 能 完 双 精 象 ， 部 从 点 4' 发 出 的 某 一 
能 量 的 粒子 全 都 集聚 在 氮 4，4 一 由 是 一 对 一 的 对 应 。 

b) 性 豆 《 王 消 在 革 一 有 限 范 围 内 ) 能 量 的 粒子 能 完全 茜 
每 。 

这 时 又 修成 三 种 情况 : 

(Ci) 象 点 的 位 置 以 及 从 光源 或 粒子 源 到 达 象 的 到 达 时 间 , 这 
两 者 中 无 瑜 那 一 件 对 于 能 量 是 不 变 的 。 

《ii) 稼 点 的 位 置 是 不 变 的 ,但 到 达 时 章 对 于 能 最 是 变 的 。 

(i) 象 点 的 位 肯 因 能 量 而 殉 动 。 

和 如果 这 样 的 和 精 累 孙 存 在 ， 串 末 , (i) 由 于 和 象 点 位 上 区 及 到 达 时 章 
与 离子 速度 或 能 量 无 关 , 所 以 测定 质量 对 电荷 之 比 的 装 肯 ,能够 起 
有 效 的 作用 。 (ii) 对 于 利用 至 迷 时 其 测定 能 量 的 装 沁 起 着 作用 。 
(i) 可 雇用 于 能 量 报 详 仪 energy spectrograph) 。 

如 果 只 是 为 了 上 述 的 这 些 庶 用 , 那 示 ,不 利用 完 双 糊 保 系 而 利 
”用 近 博 光 匡 的 类 象 系 岂 音 就 够 了 。 但 是 , 这 样 就 引 不 起 我 们 的 兴 
趣 , 而 凡 呈 为 了 应 用 目的 而 开展 典型 变换 的 理 芥 , 划 可 以 说 是 一 种 
浪 改 。 我 们 的 目标 是 确定 完全 精 象 系 。 呆 膏 有 了 完全 精 象 这 样 严 


” 格 的 条 件 , 但 我 们 踢 目 标 汪 很 远 。 


邮 
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$14 有 关 完 全 桔 梨 肢 的 映射 ‘1) 


与 完全 精 集 么 有 关 的 鼎 射 只 有 极其 特殊 的 类 型 。 这 是 由 于 不 
能 以 尾音 形式 的 玲 数 作为 力学 系 的 Lagrange 两 数 的 原 芍 。 最 一 
般 的 形式 在 0 用 咱 灵 从 标 冰 1 g， 并 :ty 可 写 为 


= 一 可 (3923 十 2 二 Biwi Boy) ra 


+ Blriea— Bizl. (本 1 
这 是 在 向 量 倍 : Vector potential) 为 (时 ， 厂 9， 站 ， 数 最 雪 (sealar 
potential) 为 吕 的 电磁 扬中 ， 单 位 质量 与 单位 电 人 向 的 粒子 的 a- 
grange 了 画 数 。 由 此 如 3 那样 导出 亚 动 记 程 , 则 有 


和 


-Fas 二 再 GT 2, 3), 
到 
孩 里 


DB， 日 __ 868 DB 
fr™ Bx, Ex, :一 OT, Dt 


分 则 是 磁场 , 电 妃 的 强度 。 但 是 运动 斑 种 这 时 并 不 是 必要 的 。 
在 时 刻 # 从 点 ka 本， 归 ) 监 有 的 粒子 于 时 剂 上 入 于 点 (oo:，m， 
ZJ 证 一 对 一 的 对 详 。 从 仙 . 介 
知道 这 个 对 应 有 4 
wl, tH wr, =a 
这 样 的 关系 。dg 是 一 个 至 微分 。 因 此 ,由 o4 一 Ldt 诉 有 
{zr + 2B, {mr — DBs) Hi 
= {ps + 2B, wz — 2B (wv) at a48, (14 .2) 
由 于 对 应 (wi,， zx， 和 区 iy 人 wgy 人 Wa, 太 是 一 对 一 的 ,所 以 可 
皂 世 表示 成 
Wi = tp a, Wa, i, } 


声 :一 万 【和 41。 Ta ny t) 加 


(14 .8) 


$$ 14 有关 完全 和 辕 泉 蓉 的 晓 射 如 ) 1 


这 式 必 须 和 武 (14.2) 同时 成 立 。 现在 把 ds, 由 考虑 成 独 喜 变数 

而 记 碾 So 如 下 人 .3) 得 到 栈 性 变换 
Et = Qt Hn } 
Eno 一 CofE + dooto, 

另 一 方面 ,从 14.2 得 


Ert IB -28d 
So 


1 te tt 
~ er +2preg. + AB go. + gE, + 2805,, (14 6) 


(14.4) 


这 里 
Bi—B.lw, t), 有 一 天 /Bi sO8 .2t. 

S 是 mo 自 双 ;由 的 而 数 , 面 必 , # 又 是 zz.t 的 而 数 , 因 简 人 S 只 

基 mr 上 的 丽 数 , 上面 是 它 关 于 zi, +t 的 微分。 闭 个 式 子 可 改写 成 
eu{E E+2(B,— I) EE0 —2 (B+s0) £0) 
Co{E Er + 2BEE, — 2B'E). (14.6) 

(4.6) 和 (4. 人 不 能 不 同时 成 立 。 (14. 的 的 两 动 基于 过 都 是 
三 次 齐 次 式 。 因 此 , 当 这 式 在 吉 的 有 限 区 域内 成 立 的 时 候 , 它 必 
是 恒等式 。 由 入 右边 可 用 名 除 尽 , 所 以 左 动 也 不 能 不 被 各 除 尽 。 
但 & 志 不 能 用 名 区 尽 ,所 入 名 一定 可 被 名 除 尽 。 于 是 

Ch tanto toi = 
这 意味 着 六 一 彤 的， 亦 序 , 纪 是 仅 与 二 有 关 策 与 mz 无关 的 醒 数 。 

其 欢 ; 愉 扣除 G44.6) ,在 所 得 的 式 子 中 班 堵 志 的 二 次 项 ,就 有 

oo 一 名 如 。 

因此 , 短 耻 (aw) 是 直 灾 短 阵 的 倍数 。 

粒子 从 粒子 庄 田 发 到 达 依 的 时 民 和 粒子 济 的 位 里 没 有 关系 ， 
内 距 , 把 刀 六 失 定 后 ,出 六 的 对 应 成 立 着 

Go00U dr "= dp, dv, 

四 一 方面 ,由 于 to06 一 尼 ' di, 放 得 到 不 变 式 


32 六 2 潮 克 关 力学 圣 的 刺 庙 
dr — do. de 


一 一 一 一 -一 


at dF “ 
如 果 蒙 蚌 放 大 和 的, 那 来 ,一 定 是 放大 喇 /G@2 异 。 恰 是 这 样 的 桔 旭 有 系 
还 求 发 风 。 就 算 有 这 样 的 精 象 系 , 和 加 本 节 记 襄 的 痢 样 , 宕 所 引出 的 
可 雍 移 鼎 射 只 让 大 四 伺 鼎 射 。 世 是 因为 5 亦 即 粒子 的 动能 基 和 
速 庆 的 平方 成 比例 的 。 要 用 射影 变换 霄 示 出 具有 和 近 示 光线 的 上 遇 射 
是 不 可 能 的 。 村 是 , 如 把 上 项 的 形式 改变 一 下 , 这 种 变 和 痪 就 不 是 
不 可 能 的 了 。 如 果 篇 幅 铝 的话 ,还 可 举 出 这 种 例子 。 


(14.7) 


$ 15 有 关 完 全 稿 象 各 的 映射 (2) 


当 了 amiltonian 不 人 包 候 有 时间 因 素 时 ,能 量 积分 是 存在 有 的。 在 
只 有 某 一 定 能 量 的 粒子 能 完 至 粘 象 的 情况 下 , 试 考察 映射 的 性 质 。 
诲 (is 2 ts) 与 公 (zi way 32aj 的 对 应 是 一 对 一 的 ,2 是 ww 的 
茵 数 时 ,人 一 4 的 鼎 射 内 限于 保 角 上 映射 。 
利用 $6 里 等 能 量 系 的 关系 式 如 (4d) 一 2444) =97, 邹 (6. 坊 ， 
有 . 
~ Dh—2B() dead + B, (vas, 
— v2h—2Ba) Vv drrdr FB lw Vj drar. (5.7 
对 此 再 使 用 $11 提 到 的 Qaratheodory 证 法 ,上 式 黄 边 根 号 内 
的 式 子 应 相 等 。 于 是 ,可 得 出 下 谭 两 个 英 系 式 
(Rh— Br)) dv = (h— Bw)) doa, (LB .2) 
PB (vw) pr = Br tr’ ) Arr + AF, (15.8) 
(15.3) 莘 出 了 向 量 性 的 对 应 关系 , dV 这 一 项 只 不 过 引出 了 
所 请 的 Gauge 变换 , 并 不 影响 到 磁场 的 强度 。 事 实 上 , 对 {165.3) 
进行 外 微分 时 ,由 于 至 微分 的 外 微分 是 0 的 原 讽 ,得 到 不 族 式 
(ro 一 人 830) 一 六 (dvdms — dm dm) (15.,4) 
这 答 出 了 磁场 强度 方 , 的 对 应 关系 。 


Im- 


各 15 有关 客人 一 精 提 孙 的 映射 (总 3 
利 几 粒子 :速度 %,， 且 由 于 芒 十 2B= 8 的 地 放 , .15.2) 可 妓 成 
vs = vds’, (18.5) 
这 党 味 着 象 的 放大 座 是 2 ;2%， 可 和 上 节 的 入 4.7) 上 比较 起 汪 看 。 
放大 誉 一 般 是 位 什 的 事 数 ,而 关系 [15.2) 是 成 站 的 ,所 以 
二 一 是 fo :Vv h— Bw) (15.6) 
不 可 能 是 任意 的 夯 数 。 
2 以 及 必 作为 3 杂 Euclid 空间 的 坐标 是 一 对 一 对 应 的 ， 但 
共 间 有 :关系 


de 一 ad ja， (了 .7) 
线 素 之 平 万 是 drawmyi 的 空间 ， 共 Riemann 曲 球 线 晤 不许 不 等 
于 0，。 从 这 一 生 忻 就 得 出 有 关 的 两 粗 方 程 


ol | 
dr Dre 5 0， 人 
at ) ol oT 2! 
(人 Br -) 二 (就 So) +( Os (Bs Ga 了 
OF 下 3 oF 
-( 强 + 路 )- (中 + 本) aa 
只 前 一 条 性 有 
一 产 (mm) + fa tliea) 十 地 s (we) ， 
只 后 一 条 件 得 出 


| 9 名 
妈 士 背 土 杞 -一 及 十 形 一 形 十 站 二 下 十 下 ， 


符 ”是 关于 各 变数 的 微分 。 从 这 里 就 有 1 一 2 一 了 一 常数 ( 识 

2; 和， 可 裔 fi 一 2 一 0) /EE 二 = 二 2, 3), 于 是 
l= (mk. 

因 比 ', sr 的 一 般 变换 可 写成 

(cw) 是 查 交 夭 阵 ， 


/15 .10 
Fry ti 是 性 意 常 数 lL ) 


wi 


34 ， 第 3 章 有 关 力 呈 肝 的 晓 射 
Maxwell 网 急 眼 情况 时 出 现 的 反 转 变换 是 居于 这 一 类 的 ， 浙 时 


Wi = 帮 0, Ct Ox 首 一 一 1], 
§ 16 有 关 完 全 千 象 系 的 映射 (3) 


在 对 于 和 仔 意 能 量 的 粒子 , 丙 射 都 是 可 能 的 情况 中 , 根 扩 和 霹 的 
分 类 ,在 由 和 和 (让 两 业 里 ,对 于 源 2 的 象 后 ， 其 位 置 不 国 能 量 而 收 
变 , 因此 ,天 二 一 旦 te) ) 一 页 一 五 (对 于 任意 的 上 必须 成 让 。 于 是 
在 中，{ 让 的 情况 下 i 二 1, 工 碟 殉 下 面 的 关系 : 


dx da 一 di， (16.1) 
再 ) dr = Bw) dw, —dy, (16 .2) 
Blw') — Bl), (16.3) 
变换 g 一 4 的 一 般 形 式 是 
一 太 十 之 Cxtx， 《et 是 直 交 短 障 (16.4) 


亦 即 合同 变换 (lioolid 运动 变换 ) 。 和 如果 对 这 种 映射 有 不 动 点 存 
在 ; 记 这 个 点 为 5， 期 
上 一 性 十 了 Cr 大 
从 不 式 戚 去 这 式 , 得 到 
WO— i= Towlta— Ep), 

这 就 是 诅 ,原点 移 于 (61, fa 5a) 后 ,变换 就 是 直 尼 变换 。 如 时 不 动 
点 不 存在 , 那 末 (51， 5a， 53) 所 满足 的 万 程 当然 没有 解 ， 由 上 的 系 
数组 成 的 行列 式 应 当 等 于 0， 这 就 是 |cx 一 Sx| =0， 于 是 ke 有 上 
作为 特征 信 ， 对 应 这 特征 值 的 向 量 在 坦 迹 变换 lcwi 下 是 不 变 的 。 
因此 ,这 时 存在 着 不 变 方 癌 , 变换 省 >4 可 用 洛 这 志向 的 平行 移动 
裘 出 。 在 无 其 铸 一 种 情况 下 , 象 总 是 重合 于 源 的 。 

在 象 因 上 而 移动 , 郎 (ii 的 情况 上 下, 上述 辕 论 不 能 立刻 就 断定 
出 来 。 

在 情况 如 里 ,把 时 闻 t 取 作 儿 立 变数 ,利用 在 典型 变换 2， 


$ 16 有 关 完 全 和 转 象 条 的 脆 射 @) 35 
-一 4 4 下 Hamiltonian 不 变 这 桩 事实 ,也 同样 可 得 出 :上 而 三 个 关 
对 :6.1) ~ (18.3),。 

但 是 这 些 条 件 只 不 对 是 完 双 精 浊 又 所 应 满 尽 的 必要 笨 件 ， 只 
尘 这 些 条 件 就 想 把 完 公 结 象 邓 硼 定 出 来 ;是 相当 困难 的 。 

如 果 运 动 记 程 可 以 积分 ， 则 间 题 就 非常 迄 单 了 了 。 妆 Hamil 
tonian 甘于 wi; Yr 是 2 次 形式 时 ,出 Hamilton 的 典型 方程 是 严 
,性 微分 态 程 ， 立 到 可 以 积分 。 但 基 这 样 的 力学 邓 央 能 实现 的 杞 丑 
只 有 情况 位， 这 种 例证 将 在 819, 20 举 出。 其 中 最 简单 的 糙 象 系 
大 概 就 是 各 向 园 性 的 谐 据 子 ,其 Hamiltonian :具有 形式 


_1 1 
二 一 中 Yer 十 DT Trer, 


识 1 二 0 时 的 初始 值 为 ,gy.， 莉 术 , 由 于 
Wr 一 Ar C09 t+ Bin ¢, 
Yr C= — Sin t+ yr coat (r= 1, 2, 8),， 
所 以 当 # 一 x 上 时， 
好 一 一 入 {Ir 二 2, 8)， 
这 阁 是 说 ,得 出 了 关于 原 上 后 的 对 称 。 而 当 + 二 2 时 ， 
wr=w {r=1, 2, 3), 
序 象 和 源 重 合 在 一 起 。 
当 狼 ,对 于 种 向 导 性 的 情形 也 行 。 当 瑟 amiltonian 为 


{T= 3 raf -上 (pir? var vd) 


(pipe:va 一 可: 三: 和 6， 九 ,1a ls 是 没有 肥 煌 数 的 奇 整数 ) 时 , 也 得 出 
关于 原点 的 对 称 。 

还 有 ,如 照 上 9 的 求法 ,把 周期 一 证 的 力学 系 分 别 沼 着 ,zs， 
za 分解 ， 更 可 得 到 无 数 的 辕 象 系 ， 这 此 个 畏 象 系 只 实现 出 四 一 过 
(7 二 1, 2, 及 这 样 的 陕 射 。 
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§ 17 有 关 完 全 千 象 系 的 映射 (人 
在 Hamiltonian 关于 直 交 的 曲 厂 坐标 系 (q1，"…， 4,) 可 和 写 戌 
H-3EF(m—B(g0)"+B() 


的 力学 对 里 , 当 五 申 不 含有 下 个 代 标 员 ， 短 时 ,于 未 ,使 它 俩 
的 共 二 运 动量 9，…, 2 为 常数 的 积分 是 存在 的 。 在 这 情况 下 ， 
能 量 思 的 粒子 如 果 能 完 双 竺 象 的 话 , 这 时 91， …, qs 的 增 量 包 )…， 
对 和 粒子 源 的 位 置 不 发 生 关 系 。 发 源 的 时 型 变数 是 (gq', 2)， 象 
的 典型 变数 是 (9 Pp)， 剧 在 这 个 对 应 里 有 美 系 

D1 二 和 | 

Gr ry | 
把 和 ,gf 取 作 独立 变数 ， 典 型 变换 用 如 (p,q) 来 表 东 , 首先 把 这 
写成 


17.1) 


U pg. (9) +f (q). 
为 了 要 满足 入 一 各， 入 一 DBD 等 美 么 ， 科 一 名，…， 乱 一 名 以 及 
qrtrt9 ;9n 不 能 合 有 硬 ;，…， 9: 。 因 此 ,可 以 让 样 写 
= 二 1 2,，…, k), . 
Y= 十 (17 .2) 
f=f igus """, qn), 


于 是 全 就 可 号 为 如 下 的 形式 
U=pg Di 二 
十 PgriGwzi 十 十 p95 十 了 . (17.3) 
因此 ,得 由 


a et 二 29。 of 
_ a0 _ 09: . 7.4 
girl 一 2g #4+1 22 Er 1 + 2 Og 万 十 于 Ogrs1 ’ 
等 等 。 
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但 县 ,从 并 (9 9) 一 有 R=0 及 (和) 一 天 一 0 园 时 成 蒋 的 条 件 ， 
序 


1 

~ -— _ -9, 
», 0 (pr Bq 2B — 2h=0, 

了 7 -. 1 of 
Sg Pr Bg 42B (gg) a0 


加 时 或 立 移 人 牺 件 , 两 个 式 子 内 有 关 zD. 的 向 闪 项 非 成 比例 不 可 。 轩 
此 豆 (qd PD) 内 不 能 存在 PPrtiy ;PiPrny DrPD; 等 壬 项 ,对 于 
二 (9 9) 内 的 用 (147.4) 代 进去 所 得 的 式 子 内 也 不 能 存在 圭 述 
的 项 , 于 是 吾 (9 ,7P) 内 有 关 训 Prrz;…; pip; 的 系数 应 是 0, 亦 部 


“i Ou Og 0 
> hl) Bq Bq | 


Sn (17 .5) 


» 1 0 8g 
, 今 ， RN dN dq; ” 


这 是 关于 830:7894 8Q78g 的 wn 一 上 个 强 性 方程 。 由 于 是 先 
既 千 繁 系 的 大 琢 , 从 (7.2) 有 , . 
人 
因此 , 莽 性 方程 粗 (7. 辣 的 条 数 粗 成 的 行列 式 不 等 于 0， 于 是 
Da .6291 _0 
Aq 41 By - ” 
这 就 是 议 得 和 外 11，…; 外 无 关 。 其他 的 @ 也 有 癌 祥 的 情 
况 。Q@ 就 必须 是 六 之 贡 数 。 Dt 


如 果 完 全 精 浓 浅 有 
一 让 十 他。 全 二 下 盆 ， 页 ) ， 
qs [一 着 二 站 ,Nh | (CL7 .6) 


这 和 样 的 关系 , 亦 部 ; 关于 外 只 填 加 他， 关于 遇 避 说 是 腊 期 的 , 湾 
时 ,由 总 .3 作用 量 采 取 形 式 
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d= oD Dr, (二 7 .7) 
记 就 是 识 , 是 Pi 的 1 次 式 , 其 系数 一 般 是 及 的 匣 数 . 因此 ， 
间 其 了 一 B76 就 成 为 
T=F ~ QR Po OA) pr, (17.8) 
一 般 讲 来 ， 是 加 |， Dk 的 工 次 式 ， 2 和 和 业 玫 的 路 线 无 基 时 ， Qi， 
没有 关系 。 利 用 大 于 的 条 件 把 $13 的 分 类 写 由 来 ， 
禹 有 | 
(i) d= 8h ow 1 .9) 
(i) FR) 一 手机 一 一 中) 0, \17 .10) 
’ Gii) 一 站 一 全 (人 一 
一 人 (Dpry 至 少 关 于 某 一 个 荆 他 (和 到 090， (7. 卫 ) 
这 里 的 记号 ”， 是 甘于 天 的 微分 。 
下 一 要 沦 出 有 关 完 全 博 索 系 的 英 射 例子 。 可 惜 例 于 渤 得 不 
太 凶 ,但 现在 是 流光 法 的 事 。 


Nh 


$18 有 关 可 漆 条 的 映射 


当 Lagrange 疯 数 中 不 存在 4 这 样 的 项 时 ,对 于 变换 二 > 一 t， 
gr 一 一 gr 工 是 不 变 的 。 因此 ，, 运动 方程 对 于 这 种 变换 了 岂 是 不 变 
的 。 这 就 是 镶 ， 若 有 了 一 条 路 线 ， 蜀 与 之 道 疝 进行 的 路 线 也 存在 
的 。 这 样 的 力学 系 叶 做 可 道 条 ， 这 午 , 如 4' 之 象 是 4, 草 4 之 象 
是 4'， 于 是 , 有 关 可 造 系 的 映射 二 回 过 入 进 行 的 话 ， 谣 是 单位 映 
射 。 华 标 % 他 二 们 的 三 量 2%; 不 能 不 等 于 0， 因而 , 全 能 取 0 以 
外 的 数值 ,只 有 当 坐 标 gq; 是 源 位 趾 的 条 值 画 数 时 才 会 受 生 。 

例 关 朋 : 对 于 平面 .上 的 慨 坐 标 了 :中 求 讲 ，0 不 包 合 在 Hamil- 
tonian 内 时 ,由 于 映射 使 6 十 加 了 9B, 这 时 台 不 能 不 浦 足 条 件 

28B— 92h (和 = 号) 

也 就 是 襄 ,， 日 = hor th 一 2， …)， 


$18 有 关 可 省 对 的 映射 到 


于 有 是， 回旋 角 是 另外 的 角度 以 及 平移 不 能 由 可 造 系 而 实现 出 
来 。 


Hamiltonian 关于 极 坐 标的 形式 中 最 简章 的 情况 是 
再 一 去 (只 十 路) 十 Btr) 一 了， 
更 在 求 与 它 有 关 的 喘 射 。 这 时 ,2 一 pe 一 720, 8 不 舍 于 瑟 中 ， 
因 才 ,积分 po 一 p 是 存在 的 。 作 用 量 现在 是 
JJ 下 起 一 ~ Dh—2B0) —p radr. 
从 前 节 末 了 所 说 的 ,要 实现 映射 ,J 必须 是 2 的 工 次 式 。 
命 了 = ae’， 2 — Bri)r?=f(r)}, 惠 
A NAIR 
没 了 (oo 有 一 个 极 大 值 , 这 一 点 是 % 二 0。 也 就 是 说 , 选择 一 个 
使 ?=a。 浇 末 , 命 
fo =P-r, P=f(0), PP—p=—e), 
和 9 同样 地 进行 , x 作为 t+ 的 画 数 以 


出 一 站 (3 一 > CT 
表示 出 来 . 这 样 一 来 ,和 9 邮 拌 ,有 


一 二， pF)T 1 中 1:*3 4 1:8:B : | 
J -5 dT ek | 5 写 ] 安 十 -=F | C35 | > 5 忆 5 必 十 … 

站 3 , 1 Ti2 六 1 | 

一 DT 2 LT 一 站 ) ( )s 曙 人 ) 


这 里 的 (“人 ) 是 凡 +w) -的 展开 式 内 关于 wv 的 系数 。 
但 由 于 省 不 能 不 是 Pp 一 MD 一 ?的 1 奖 式 ,所 以 一 定 有 
2 /dwn—= —B=—hr (k=1, 2,.), 
由 于 这 个 原因 ,把 这 了 荆 次 式 写 成 5 一 whp,， 于 是 


40 应 呈 意 ”丰美 为 学 姑 的 晓 剖 
Shrbhp-b— mh la — 83 


一 一 ar 二 本 (一 ) 


这 趟 和 \ 必 8. 症 比较 ,有 就 得 到 
6—ahl—0, 


k i _ , 
《an 一 2 二 TI. (n=1, 2, 3.…)， 


Cn * 性 疙 ，。 性 
本 是 ，，v 时 就 嵌 


{+ (DD) t(D) td ter te 
-他 aroeranhitiT,D) 十 BT -er d+ {18 ,2) 
Aap), 从 一 区 项。 r 
1) 友 恩 ”各 果 6 一 01 一 … 一 必 也 就 是 说 me 是 * 的 奇 晤 数 时 ， 
关于 的 站 周期 所 作 的 积分 y 之 值 是 关于 全 同期 之 值 的 一 站 。 因 
此 , 在 进行 年 周期 时 , 映射 是 可 实现 的。 但 是 8, 环 序 夺 周期 关内 
4 之 增 量 不 能 不 是 2x 的 倍数 。 因 而 ,是 2, 4… 等 偶数 。 这 是 由 
-从 可 迹 系 所 得 的 映射 重复 二 回 后 成 为 单位 映射 的 原 族 。 
于 是 
rc—k arctanh{el) {k=1, 2, .…),， 


1 


Jo ppt = {a/(( +(e) 


+) 


蔓 下 一 工 就 其 册 了 了 810 Maxwell 的 急 眼 之 折射 论 。 对 于 一 艇 的 
i 映射 是 


Nr) = v2 ET 地- 


$18 有 关 可 这 承 的 映射 旭 
单一 站 人 
B=—0'+kr b=1, 2 
用 生 斧 坐标 沪 出 ,就 是 


2 
w= (— ly%- 3 于 《一 1™ 5 


&) 关于 原点 的 对 称 x 不 是 了 的 奇 两 数 时 ,要 对 T 取 全 周期 ， 
地 订 以 实现 肌 射 。 这 时 当 了 = 一” 如是 vw 的 奇数 们 , 4 和 省 约 象 
关于 原点 是 对 称 的 。 在 直 交 坐标 下 , 写 做 


人 一 一 站 ， yy 。 


作为 (18. 驴 的 特殊 情况 , 命 += 二 /23:10g (十 丰 , 得 


TY 
5 一 工时 折射 率 杯 是 
a0) LE LV 


一 ,mn 一 3 一 说 时 称 为 Luneberg 透 鳗 .6 一 2 时 ,nm= /二 一 1. 
还 有 ,上坟 w= 一 上 2:10g 中 TT) 旭 有 


下 天 
f(D -As) 一 人 7) 
王 浪 这 些 映 射 ,对 于 特殊 的 记 才 成 站 ,对 于 任意 的 不 一 定 成 
对 于 性 意 能 量 ; 岗 射 成 为 可 能 的 情况 只 有 两 种 。 当然 , Hamil- 
tonian 的 形式 不 改变 。 下 面 就 要 通明 这 桩 事 。 
首先 、 从 了 (9) 一 2(% 一 BC7)r? 在 %=0, 即 "=4 是 极 天 的 条 
御 , 得 到 


入 一 (el 二 可 aB' (og), 天 一 aaprfey 


Bte) 证 Big) 关于 a 的 微分 。 代替 取 任 意 值 的 为 把 a 考虑 成 大 


49 遂 生 洁 ” 有 关 力 学 承 的 有 映射 
数 , 把 Fo) 按 zz 之 乘 曲 展开 ,有 


【多 ==2 “(80B' + B")w— Pri BP' 一 Sai1B" otB'" | rp? 
了 


br 3Br' 55 naBr" 了 i 1 Pi 4 
~ (2B'+ J aB'tseB Ta "+ wm), 


了 8) 一 下 一 代入, 技 照 (18.2) 把 z 展开 为 5 的 般 数 ,就 得 出 
eBaB' eB = (HR 
这 式 对 -于 任何 4 值 都 权威 立 。 所 以 解 册 
Bla) 一 68 3 吃 一 生 1。 
利用 六 项 精 果 ,再 计算 fm), 就 有 


2 [ _ n(n+2) 十 2 十 和 wt 


从 此 ,得 


1 TT nT 
vn 6% (二 一 (了 
把 它 和 (18.2) 上 比较 ,从 7 与 5 的 浅 数 关系 ,得 n= 二 4 与 1, 


n= 和, BOFY = wr /2 :常数 ) 时 ， 


JY2(- 久 "一 扎 


x -p), p>0, 


内 此 ， z 
of 
全 = By 六 ， 
od 王 
fT- 
这 正 是 庄 振 了 于 ,在 $16 之 末 介 提起 过 。 ” 


n—1, Br) -一 cr 时， 
/= -Pah .)- dr ~2 (5 
因 焉 ， 


2 —p), hi0, 0， 
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a Bi 
= 27, “一 二 am。 


这 时 , 4 的 象 重合 于 4， 是 单位 映射 , 从 4 长 用 再 回 到 上 的 
时 间 单 赁 粒子 的 能 好 就 确定 了 。 这 是 目前 所 知道 的 叭 一 关于 (ii) 
的 例 址 (8 13) 。 , 

以 上 是 就 2 多 来 讲 的 ,对 子 具有 球 对 称 的 力学 系 而 琴 , 只 是 状 
数 增高 一 些 ， 可 以 得 出 完全 同样 的 精 果 。 特 别 在 3 亲情 吏 中 ， 加 
如 (7) = 一 efr 这 样 的 位 (potential) 在 磷 电 场 里 可 以 实现 出 来 。 


§ 19 有 尖 非 可 台 么 的 猴 射 


i) 平行 移动 ” 稍 用 孚 而 上 的 直 变 从 标 o 9， 当 Lagrange 图 
数 工 不 合 g 有 时, 那 末 它 可 蕊 写成 


也 = 王 (z+ + Ble) st Boe)y—B(e), 


但 由 于 Bi(w) wat= Bi(w) ds 是 全 微分 的 原故 ， 这 项 可 由 寺内 除去 。 
斯 以 一 般 工 是 


Lt)+b()y Be), 
千 是 ，Hamiltonian 可 以 寡 做 
甩 一 训 器 二 二 (Py 一 了 (0)? 十 B(w). 
央 为 9 一 py 一 Pp 是 一 个 积分 ,所 以 可 写成 
本 由 -3 一 (D(a) pj3dw. 


要 碳 射 能 实现 , 旭 2 暮 是 Pp 和 的 1 次 式 不 可 。 亿 这 一 条 件 可 一 
般 地 次 定 五 (全 和 2) 还 做 不 到 。 作 为 特殊 情况 , 习 
Bl ~ ov, br) = Bs, 


雪 
出 = Dar (第 2 十 BA +$6). 
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ff ot 
a 
ay _ 25 
Bh Bi 


向 YY 五 向 的 进展 了 与 由 期 王者 和 能 量 汽 有 关系 。 这 是 中 巧 的 情 
况 中 。 这 种 样子 的 声 船 合 想 来 , 亦 朗 ,均匀 磁场 ( 重 直 于 zy 面 ) 和 
与 之 站 变 的 均匀 电场 之 和 组合 ，Bleakney-Hipple 在 质 攻 分 析 器 中 
畦 利用 了 宅 , 作 为 2 准 完 双 站 束 又 得 到 很 高 的 评价 。 
去 挤 号 to 证 只 用 吧 人 二 能 实现 平行 移动 。 和 这 时 
1 de. 

利用 关系 5) = 为 9 三 (加 0 殷 变 数 收 换 , 山 

了 一 bv- (py gy! (gd, 
再 一 次 取 #--p 二 #4 作 变数 , 惰 


f= jh~/ 台 一定 yp' (D+ oat 

= tap D+ D+ 

= je (Cp) + pr +. 
积分 是 取 在 % 窒 尤 许 活动 的 区 则 .上 烷 回 一 次 ， 关 于 忆 的 积分 是 取 
在 区 间 ( 一 ~ 入，~ 人 2 有 上 来 国 一 次 。 对 于 性 意 的 名 要 > 艳 为 久 
的 工资 开 ,加 vw! 加) 必须 二 PP 的 2 次 式 。 于 是 2 一 (的 一 般 可 写成 

俱 一 由 {2) -$B) TYy, 

称 动 4 坐标 的 原点 ; 半 把 常数 8 包含 在 z 一 8(%) 内 ,其 未 


Br 
让 一 扫 ( 的 一 可 2 = bt{w) 一 一 - 


$19 有 关 非 可 洲 系 的 喘 射 5 
这 时 ， 1 — rahp, 
因而 F=—2xah, T=- Qaap, ， 
从 这 里 就 知道 于 行 移动 之 距 广 了 与 能 量 久 成 比 鲍 。 由 于 这 个 原 
央 ,如 利用 这 样 的 磁场 ， 则 和 何 电 粒子 的 能 量 生 《energy spectral) 回 
成 与 9 否 平 行 的 坦 炉 。 这 是 & 把 内 4ii) 的 例 诈 。 

如 把 Ble) = 2 添上 去 , 剧 雹 法 实现 映射 。 

实现 出 3 杂 的 斑 行 移动 的 一 个 例证 ,可 举 百 atmiltonian 为 

2H = pip Cp, — AV ?AM — om 
的 力学 系 。 近 时 ,了 能 量 积分 外 ,还 有 
人 :一 芝 ) 
pth yg 

这 样 的 积分 和 芷 在 。 因 此 ,是 

J -pT dwt ho ydy 


—m Pt tA 3 四 二 了 


= mw (Qap + OMARY /2 十 ore 7 ， 


这 务 是 机 ,22 /09=0, 4 是 的 工 次 式 。 因 此 ,上 映 射 斌 实现 出 兴 ， 
得 


但 返 种 力学 系 在 阴 电 磷 场 内 不 能 实现 。 在 静电 雄 场 内，5 礁 的 平 
行 移动 到 旗 能 不 能 实现 出 来 ,还 未 能 敌 决 。 

2) 护 转 关于 玫 面 上 的 极 坐 标 7, 9, 不 含 9 的 Lagrange 两 
数 一 般 可 二 成 


Lt + (GB). 


如 果 流 有 和 * 成 比例 的 项 , 剧 根据 和 二 闻 样 的 理由 ,就 有 
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鼠 一 起 多 十 二 5 (pe-B (7)) ?+ Br), 
Dy 一 他 Do 一 ? 划 。 
于 是 命 2 一 2， 作 用 量 就 是 
7 oh QB (ry 一 -人 (7) — pdr, 
首先 就 
Bir}=ar’, btr)= Br 


- 


就 试看 ， 
J 一 小 / 殉 二 507 (Br Pp) dr 
wf P+h 
一 二 (人 »), p>0, 
因此 ,旋转 是 可 能 的 。 
0 -i 
0 “(1 和 
0 
oh /Dat BY 


鲜 反省 都 与 前 量 无 关 。 这 届 于 313 的 如。 
其 次 以 B(r) =0, 只 由 5(7) 来 实现 旋转 。 把 
"ar 
展开 成 之 配 早 。 命 
blr) —p=—ri, 
汉民 bir) 一 为 “ 儿 一 信人 
90) 与 gg (0 瑟 为 反 画 数 。 于 是 
“2 二 攻 十 ?一 斩 十 Sp (区 。 
利用 关于 反 男 数 展开 的 Pagrange 定理 ,zz 展开 成 5 的 屈 和 茹 时 ,得 
sp+tp (DD) 十 全- OD'+ (9 (9) "+ 


用 宅 再 招 ”= 一 9 (9 展开 成 的 屁 群 


19 有 关 非 可 省 深 的 路 射 47 
rp oD +p Do DE ppt 9 ) 
CE 9 人 rF a 二 -FTP 
jw 
从 此 求 了 四 27 再 计算 ，， 
Tha 2 | 9 (Pp) 9' CPR 
全 tp) Fs pt 了 的 
蓝 惰 此 式 对 于 任意 的 疡 成 为 交 的 工资 式 ， 测 首先 产 的 系数 不 
能 了 是 交 的 工资 式 。 于 是 命 
他 《及 PP ap+ 8, 
剧 TP) ap Tt2Bp+Y. 
利用 这 个 来 计算 太 的 系数 ， 宇 全 是 的 1 次 式 。 辽 里, 殷 r 
与 2= (站 的 关系 取 做 
=p — Var-r2dry 
来 计算 / 就 斌 看。 由 于 避 可 以 村 入 P(r 里 ， 所 以 命 它 等 和 卫 0, 更 
慨 定 Y<0, oa>0, 
T= a 0D, c= (Yin. 
于 未 ， T= har {a 一 o3) 一 (2—p)? es 


2* 
祖 号 中 z 的 3 次 式 之 霉 点 改 为 2 zt 一 为 。 可 名 着 出 ， 妈 非 
0 和 69 其 积 分设 有 意义 。 潜 由 2z 的 复 平 隔 ， 这 个 积分 可 以 换 
为 绕 羡 ，za 一 周 面 威 的 曲 想 G 上 的 积分 。 这 时 ， 在 绥 段 2za 的 下 
倒 , 祖 导 式 非 是 实数 不 可 。 这 个 被 积分 茵 数 ( 朗 要 号 式 ) 在 C 入 以 
ca 及 一 0 作为 一 阶 和 极点 ,以 oo 作为 二 阶 和 极点。 在 5， 一 5 co 的 留 
数 记 为 ”ev _。 vv。， 旭 有 
了 
把 它 拉 分 别 地 计算 世 来 ,有 
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IE 四 | 
“2 pa J |» 了 |， do 有 十 器 | 。 
2 | 
从 而 7 "poip+ol, 1— 2ha >0., 
J 了 仍 蚌 Pp 的 1 次 式 , 所 以 映射 能 实现 出 玉 。 这 时 
a 加 i 
80-5 -2 (1 Ta)’ 
1 od _ 2 Px 


hh 
旋转 和 角 忽 与 能 最 有 关系 。 
Y=0, og =0 时 ， Br) Fos 这 时 就 是 加 .上 Bir) -Bi/Y, 
v 之 值 不 起 变化 。 因此 , 映 笑 
还 是 可 能 的 。o=0 时 和 的 由 和 团 
却 图 玛 虐 所 画 的 下 梓 。 
空间 内 与 刘 对 称 的 六 学 系 
有 关 的 放 粒 可 举 出 一 个 例 痢 ， 
就 是 和 在 图 柱 誉 标 7”,，8,z 中 
陋 ji9.1 Lagranege 国 数 为 
= 二 (272 十 Br 一 个 (90) 
的 力学 系 有 关 的 旋转 。Hamiltonian 是 
瓦 -二 中 十- 让 (po 一 Bo? 十 击 锯 二 避 (2 一生， 


这 时 除 po 一 Pp 分 还 存在 一 个 积分 
ie 1 oa 
可 人 + 于 人 
J 可 号 成 如 下 形式 ;基于 ?是 取 一 次 来 回 ,关于 "7 是 取 二 次 来 加 。 
J a- a Berdat- 2 2h—2g+ 于 Br — (pbr) dr 


_ 2 (V3 Ppe ~p). 


过 20 入 能 与 运动 节 之 痰 搁 49 


, _ _ 二 i. WT 
因此 6@--2xl1 v3), re 
旋 壤 可 以 实现 。 这 是 33183, 人 0 的 例证 。 这 种 为 学 服 是 根据 下 蔬 的 
方法 季 改 见 的 。 
从 Lagrange 画 数 为 
= (+r 二 Br 直 一 局-(207 一) 
的 五 学 系 也 局 样 地 得 出 旋 塌 。 这 时 , 2 与 7 都 是 进行 一 次 来 回 , 得 
2 B+k_ 
Tm (VB »), 
大 瑟 和 角 与 周期 是 
G=rl—- V3), T=xvV3 /8., 


旋 寺 和 角 因 能 量 而 改变 的 屋子 是 在 球面 泽 标 rr, 吕 , 2 下 ，Hamil- 
ionian 号 研 写 为 


9 一 史 二 路 二 -PerS pa sin? 0 


的 力学 系 。 这 时 
7 一 2 5 


从 而 , 旋 粳 角 全 其 


D2 (1 Ey) 
这 的 确 是 因 能 量 面 变化 的 。 但 这 种 力学 系 在 裔 电磁场 里 不 能 实现 
出 来 。 


8$ 20 位 置 与 运动 量 之 误 换 


斌 求 这 种 力学 服 ; 宪 在 菜 一 时 齐 数 子 之 位 畴 与 运动 量 为 .与 
drs 在 劳 一 时 副 的 位 总 与 运动 量 为 Tr EY wr 出 ds hi a 而 df 
出 mi, “” “时 2 路 一 快 定 。 这 时 ， LL 2 世人 你 油 并 半数 ， 和 明 型 变 痉 


50 第 2 高 月 关 为 学 好 的 眶 前 
号 丰 
z A Yoder grid ， 
这 样 , or 只 是 入; 的 岁数, 因而 六 可 写成 
Vo yoo tf 
但 是 ， 表 于 久 一 67 /96% 必须 是 内 与 好 ，…， 28 有关 的 两 数 ， 所 以 
yr tw 不 能 不 是 史 的 1 次 式 。 因 引 ,可 寻 成 


Qs Vertry ‘ot :Oar | 0， | /20 
Yr rs 。 
实现 这 种 变 米 的 力学 对, 其 Hamiltonian 可 写成 
HY Br(o)) (ye— Blw)) + Bl) 
= 去 yroyr— yrbr 他) + (2) ' (20. 2) 
这 里 
TWO)=BO)+EBOB), (20.9 


在 二 述 变 的 下 ,出 Hamitonman 所 之 不 变性 来 求 B,{w}, (ww}) 所 
点 受 的 条 件 。 从 互 (5 1 ) = 五 to 内 得 
之 (rere) ? — 206,00 Bi tw') 27 {ow) 


= SI (m6) Dolcsr Br (2) +2T 2) (0.9 


由 于 左边 关于 # 是 2 次 式 ， 右 边关 于 它 也 必须 是 2 欢 式 。 国 
此 , B,(w), 本 (0) 是 2 次 式 卫 1 次 式 。 把 华 标 原点 适当 地 移动 一 
下 ， 从 工 (w) 内 把 1 奖项 除 挤 。 交 因为 荆 (w) 以 及 B,(w) 内 的 常数 
项 和 运动 没有 关 和 ,可 辣 之 为 0， 于 是 

(0) =—0, B,D) =0, 
在 {20. 人 内 以 以 =0， 即 得 
2 (8) — Does)’, (20.5) 
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这 就 是 说 , 工 (w) 是 正 值 3 次 形式 ， 其 次 以 w,==0 代入， 


2 wo) Or (20.6) 
于 是 在 (20. 包 内 只 剩 下 
—Crewa Brim') = maderBr (Ww) (20.7) 


这 样 一 个 关系 。 因 由,B,(z) 是 % 的 1 次 式 ,但 是 ,即使 从 已 (ojao， 
江 全 微分 这 项 条 件 陈 去 , 对 Hamilton 原理 与 运动 方程 也 无 影响 。 
此 时 ， 可 究 据 B.(2) dw 一 1/2d (Bi(w)2) 一 也 (wm) da 引进 新 的 
忆 四 。 这 个 B; 仍 改写 成 B, (0) 面 以 

Boy = preg, 
逢 陈 L8-。 = 8 是 反 称 短 障 。 如 以 (er 一 0 则 B, 应 受 的 条 件 是 


BO =08. (20 8) 

如 以 2 to) 二 yreove (Yrs) 一 荆 ， 则 甘于 工 的 两 个 条 件 是 
P=00,， (20.9) 
太一 COr (20.10) 


在 3 条 情况 下 ,所 户 记 (wm) 是 上 次 式 音 味 着 左 声 是 均匀 声 。 这 
个 雄 场 的 方 品 取 作 48 轴 , 雁 声 的 强度 裔 为 2%w， 姑 可 识 
Bi(w) —weay Balw) = —wr Balr) =0, 


A 心 ee 0 
6 0 ol 
0 0 0 


由 于 人 =1emwl 和 如 是 可 换 的 ,一 般 可 写 为 


r C1 Ct UJ - 
ce Co 个 
uD (} Ca 


内 条 忻 O00 = A 二 了 得 出 casten 一 cag) 一 0 于 基站 的 形式 二 


内 而 
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hz 0 0 
T= 2 0 1 
OO 0 za 


因此 , 在 arniltonian 机 富海 
H 一 去 GAT) a Ys) 十 枉 人 十 和 9 十 了 3) 


更 在 把 变数 由 “, % 按 照 规定 
£1 一 1 CO wt ma Hn wh, Ea= — 1 Win oft Wa OOF wf, £3— ws 
换 虑 m9， 把 周全 取 作 独立 变数 ,如 下 可 写 为 
WH’ = oh (1 C08 wt + wa Sn wt) 十 9 一 化 1] HD t+ wa G08 wf) + nary 。 
十 从, 从 
W glo Ed (OW /0) oh 
就 得 出 


.D1 = O08 wt Ya Mn wt, 一 一 下 1 Hn wt Wa CO eoft, 人 站 一 ps 


a 一 名 (ms 3 一 7 这 1) 。 


因而 ,Lagrange 形式 可 根据 
wa Ym — Hdt = dW — Ed OW /Ot — Hd 
-dW —ém tnadt— (H+OW /Dd 
变形 ,新 的 Hamiltonian 就 写成 


旺 + = 一 工 了 《只 十 哄 十 虽 ) 十 读 (E94 ESE. 


这 种 变换 是 从 原来 的 坐标 系 禾 ma 四 旋转 一 个 角速度 w 变 成 新 垦 
标 柔 的 变换 。 

一» 时, 这 是 各 向 同性 谐振 子 。 堆 1 二 0 时 的 值 为 条, 纹 ， 央 
运动 方程 的 和解 是 


- 1 、 、 
二; 一 二， CO 入 十 二 sin At ， 
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证 一 一 2 Sin M+ Co Mt, 
国 下 , 当 t= /2 时 ， -a 


徊 二 六 坊 ， Yi 一 AG, 


这 就 实现 了 位 什 与 运 莲 量 的 交 几 。 如 用 原来 坐标 悉 来 写 , 朋 的 确 
是 Ys 二 Car 人 为 


Aco8B Asin® 0 
C= {eri —hgins co 0 1],， B= 


Dh" 
1 人 - 大 

这 种 力学 系 权 在 静电 磁场 内 实现 出 来 ， 凤 了 (zx) 非 请 足 Lap- 

lace 六 各 不 可。 担 由 于 
Ble) 一 站 (人 —1/2:B.(2) Bm) = T(t) 1 0 (0 + a2), 
改 必须 
tri = y+ Yas Yag C= 2 

由 此, 不 能 不 有 82= 2。 从而, svV83/8。 这 种 力学 对 的 
Harniltoniana 加 用 图 柱 坐 标 来 写 就 得 到 上 节 末 提 到 的 形式 。 

能 实现 位 改 与 运动 量 相 交 措 的 力学 条 当然 能 实现 完 对 精 象 。 


Ed 大 考 充 赤 
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